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“Murphy’s law or the fourth law of thermodynamics states:  

If anything can go wrong, it will!”  
 

�± Anne Roe, The making of a Scientist, 1953 
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Solids Flow in Large-Scale Circulating Fluidized Bed Furnaces 
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�U�H�V�W���R�I���R�X�U���O�L�I�H���W�R�J�H�W�K�H�U�����7�K�H�R�G�R�U�����R�X�U���M�R�\���D�Q�G���K�X�U�U�L�F�D�Q�H�����0�R�P�P�\���O�R�Y�H�V���\�R�X����

Yours truly!   Tove 
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�,�Q�W�U�R�G�X�F�W�L�R�Q��

�0�L�W�L�J�D�W�L�R�Q���R�I���F�O�L�P�D�W�H���F�K�D�Q�J�H���D�Q�G���W�K�H���R�Q�J�R�L�Q�J���V�H�D�U�F�K���I�R�U���U�H�O�L�D�E�O�H���H�Q�H�U�J�\���V�X�S�S�O�L�H�V���G�U�L�Y�H���W�R���D���O�D�U�J�H��
�H�[�W�H�Q�W�� �F�X�U�U�H�Q�W�� �W�H�F�K�Q�L�F�D�O�� �G�H�Y�H�O�R�S�P�H�Q�W�� �L�Q�� �W�K�H�� �K�H�D�W�� �D�Q�G�� �S�R�Z�H�U�� �V�H�F�W�R�U���� �7�K�H�� �Q�H�H�G�� �I�R�U�� �V�X�F�K��
�G�H�Y�H�O�R�S�P�H�Q�W�V�� �L�V�� �P�D�G�H�� �F�O�H�D�U�� �L�Q�� �W�K�H�� �,�(�$�¶�V�� �6�X�P�P�D�U�\�� �,�Q�V�L�J�K�W�� �R�I�� ������������ �Z�K�L�F�K�� �O�L�V�W�V�� �K�L�J�K�H�U��
�H�I�I�L�F�L�H�Q�F�\�����D���O�D�U�J�H�U���V�K�D�U�H���R�I���U�H�Q�H�Z�D�E�O�H�V�����D�Q�G���V�L�J�Q�L�I�L�F�D�Q�W���X�V�H���R�I���F�D�U�E�R�Q���F�D�S�W�X�U�H���D�Q�G���V�W�R�U�D�J�H�����&�&�6����
�D�V���L�P�S�R�U�W�D�Q�W���H�O�H�P�H�Q�W�V���L�Q���W�K�H���S�D�W�K�Z�D�\�V���W�R���D�F�K�L�H�Y�H���W�K�H���J�R�D�O�V���V�H�W���R�X�W���L�Q���W�K�H���3�D�U�L�V���$�J�U�H�H�P�H�Q�W���>���@����
�7�K�H���F�R�P�E�L�Q�D�W�L�R�Q���R�I���U�H�Q�H�Z�D�E�O�H���I�X�H�O���F�R�Q�Y�H�U�V�L�R�Q���D�Q�G���&�&�6�����D�E�E�U�H�Y�L�D�W�H�G���D�V���%�(�&�&�6�����%�L�R���(�Q�H�U�J�\��
�&�&�6�����I�R�U���W�K�H���F�D�V�H���R�I���E�L�R�J�H�Q�L�F���I�X�H�O�V�����U�H�S�U�H�V�H�Q�W�V���D���V�W�U�D�W�H�J�\���I�R�U���H�Q�V�X�U�L�Q�J���Q�H�W���Q�H�J�D�W�L�Y�H���H�P�L�V�V�L�R�Q�V��
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�G�H�I�L�Q�H�G�� �V�F�R�S�H�� ���V�H�H�� �E�H�O�R�Z������ �)�X�U�W�K�H�U�P�R�U�H���� �W�K�L�V�� �Z�R�U�N�� �L�V�� �H�[�S�H�F�W�H�G�� �W�R�� �V�X�S�S�R�U�W���W�K�H�� �Y�D�O�L�G�D�W�L�R�Q�� �D�Q�G��
�G�H�Y�H�O�R�S�P�H�Q�W���R�I���&�)�'���P�R�G�H�O�L�Q�J���E�\���S�U�R�Y�L�G�L�Q�J���Q�H�Z���N�Q�R�Z�O�H�G�J�H���D�Q�G���K�L�J�K���T�X�D�O�L�W�\���P�H�D�V�X�U�H�P�H�Q�W�V��
�W�K�D�W���D�U�H���U�H�O�H�Y�D�Q�W���I�R�U���O�D�U�J�H���V�F�D�O�H���&�)�%���F�R�P�E�X�V�W�L�R�Q����

�$�V���L�Q�G�L�F�D�W�H�G���D�E�R�Y�H�����W�K�H���V�F�R�S�H���R�I���W�K�H���Z�R�U�N���L�V���U�H�V�W�U�L�F�W�H�G���W�R���J�H�R�P�H�W�U�L�H�V���D�Q�G���F�R�Q�G�L�W�L�R�Q�V���U�H�O�H�Y�D�Q�W���W�R��
�O�D�U�J�H���V�F�D�O�H���&�)�%���E�R�L�O�H�U�V�����7�K�H���F�K�D�U�D�F�W�H�U�L�V�W�L�F�V���R�I���V�X�F�K���X�Q�L�W�V���D�U�H�����E�H�G���V�R�O�L�G�V���R�I���*�H�O�G�D�U�W���*�U�R�X�S���%��
�W�\�S�H�����J�H�R�P�H�W�U�L�H�V���Z�L�W�K���D���I�X�U�Q�D�F�H���D�V�S�H�F�W���U�D�W�L�R���L�Q���W�K�H���R�U�G�H�U���R�I���”���������R�S�H�U�D�W�L�R�Q���\�L�H�O�G�L�Q�J���D���G�H�Q�V�H���E�H�G��
�Z�L�W�K���D�Q���D�V�S�H�F�W���U�D�W�L�R�����������U�H�V�X�O�W�L�Q�J���L�Q���Q�R�Q���V�O�X�J�J�L�Q�J���F�R�Q�G�L�W�L�R�Q�V�������D�Q�G���D�Q���H�[�W�H�U�Q�D�O���F�L�U�F�X�O�D�W�L�R�Q���U�D�W�H��
�R�I�� �V�R�O�L�G�V���W�K�D�W���L�V�� �������� �N�J���P���V���� �,�Q�� �W�K�L�V�� �W�K�H�V�L�V���� �W�K�H�� �X�V�H���R�I�� �W�K�H�� �W�H�U�P�V��particles, solids, particulate 
phase�����U�H�I�H�U�V���W�R���W�K�H���E�X�O�N���E�H�G���P�D�W�H�U�L�D�O���F�R�Q�I�R�U�P�L�Q�J���W�K�H���Y�D�V�W���P�D�M�R�U�L�W�\���R�I���W�K�H���V�R�O�L�G�V���L�Q�Y�H�Q�W�R�U�\���L�Q��
�&�)�%���E�R�L�O�H�U�V�����7�K�X�V�����W�K�H���I�X�H�O���S�D�U�W�L�F�O�H�V���D�U�H���D�V�V�X�P�H�G���Q�R�W���W�R���L�Q�I�O�X�H�Q�F�H���W�K�H���V�R�O�L�G�V���I�O�R�Z�����D�V���W�K�H�\���D�U�H���D��
�V�P�D�O�O���I�U�D�F�W�L�R�Q���R�I���W�K�H���W�R�W�D�O���L�Q�Y�H�Q�W�R�U�\����



METHODOLOGY 

����
��

������ �0�H�W�K�R�G�R�O�R�J�\��
�6�H�P�L���H�P�S�L�U�L�F�D�O���P�R�G�H�O�L�Q�J���L�V���X�V�H�G���L�Q���W�K�L�V���Z�R�U�N���W�R���D�G�Y�D�Q�F�H���W�K�H���X�Q�G�H�U�V�W�D�Q�G�L�Q�J���R�I���W�K�H���V�R�O�L�G�V���P�L�[�L�Q�J��
�I�O�R�Z���� �7�K�L�V�� �P�R�G�H�O�L�Q�J�� �V�W�U�D�W�H�J�\�� �S�U�H�V�H�Q�W�V�� �D�Q�� �R�E�Y�L�R�X�V�� �F�K�D�O�O�H�Q�J�H�� �L�Q�� �W�H�U�P�V�� �R�I�� �I�R�U�P�X�O�D�W�L�Q�J�� �J�H�Q�H�U�D�O��
�K�\�S�R�W�K�H�V�H�V���W�K�D�W���D�U�H���Y�D�O�L�G���I�R�U���D���Z�L�G�H���U�D�Q�J�H���R�I���&�)�%���I�X�U�Q�D�F�H���V�L�]�H�V���D�Q�G���R�S�H�U�D�W�L�R�Q�D�O���F�R�Q�G�L�W�L�R�Q�V�����D�V��
�R�S�S�R�V�H�G���W�R���G�H�V�F�U�L�E�L�Q�J���D���V�S�H�F�L�I�L�F���R�S�H�U�D�W�L�R�Q�D�O���L�Q�W�H�U�Y�D�O���L�Q���D���S�D�U�W�L�F�X�O�D�U���X�Q�L�W�����7�K�X�V�����D�V���L�Q�G�L�F�D�W�H�G���L�Q��
�W�K�H�� �S�U�H�Y�L�R�X�V�� �V�H�F�W�L�R�Q���� �Y�D�O�L�G�D�W�L�R�Q�� �R�I�� �P�R�G�H�O�L�Q�J�� �W�K�D�W�� �L�Q�Y�R�O�Y�H�V�� �E�U�R�D�G�� �U�D�Q�J�H�V�� �R�I�� �X�Q�L�W�� �V�L�]�H�V�� �D�Q�G��
�R�S�H�U�D�W�L�R�Q�D�O�� �F�R�Q�G�L�W�L�R�Q�V�� �L�V�� �R�I�� �F�U�L�W�L�F�D�O�� �L�P�S�R�U�W�D�Q�F�H�� �D�Q�G���� �W�K�H�U�H�I�R�U�H���� �G�H�S�H�Q�G�V�� �G�L�U�H�F�W�O�\�� �R�Q�� �W�K�H��
�D�Y�D�L�O�D�E�L�O�L�W�\���R�I���W�K�H���U�H�O�H�Y�D�Q�W���H�[�S�H�U�L�P�H�Q�W�D�O���G�D�W�D�����9�H�U�\���I�H�Z���G�D�W�D�V�H�W�V���G�H�U�L�Y�H�G���I�U�R�P���F�R�P�P�H�U�F�L�D�O���&�)�%��
�E�R�L�O�H�U�V���K�D�Y�H���E�H�H�Q���S�X�E�O�L�V�K�H�G���I�R�U���W�K�H���I�R�O�O�R�Z�L�Q�J���U�H�D�V�R�Q�V����in situ���P�H�D�V�X�U�H�P�H�Q�W�V���D�U�H���G�L�I�I�L�F�X�O�W���D�Q�G��
�F�R�V�W�O�\�� �W�R�� �S�H�U�I�R�U�P���� �W�K�H�� �D�Y�D�L�O�D�E�O�H�� �J�U�L�G�� �R�I�� �G�D�W�D�� �V�D�P�S�O�L�Q�J�� �O�R�F�D�W�L�R�Q�V�� �\�L�H�O�G�V�� �D�Q�� �X�Q�V�D�W�L�V�I�D�F�W�R�U�\��
�U�H�V�R�O�X�W�L�R�Q�����D�Q�G���F�R�P�P�H�U�F�L�D�O���&�)�%���E�R�L�O�H�U���W�H�F�K�Q�R�O�R�J�L�H�V���D�U�H���V�X�E�M�H�F�W���W�R���W�U�D�G�H���V�H�F�U�H�F�\���S�R�O�L�F�L�H�V������

�7�K�L�V�� �Z�R�U�N�� �D�G�G�U�H�V�V�H�V�� �W�K�H�� �H�[�L�V�W�L�Q�J�� �N�Q�R�Z�O�H�G�J�H�� �J�D�S�� �U�H�O�D�W�H�G�� �W�R�� �&�)�%�� �E�R�L�O�H�U�� �V�R�O�L�G�V�� �I�O�R�Z�V�� �E�\��
�H�[�S�D�Q�G�L�Q�J�� �W�K�H�� �V�L�]�H�� �D�Q�G�� �R�S�H�U�D�W�L�R�Q�D�O�� �U�D�Q�J�H�V�� �R�I�� �W�K�H�� �D�Q�D�O�\�V�L�V�� �W�K�U�R�X�J�K�� �G�H�G�L�F�D�W�H�G�� �H�[�S�H�U�L�P�H�Q�W�D�O��
�D�Q�D�O�\�V�H�V���R�I���W�K�H���V�R�O�L�G�V���I�O�R�Z�V���L�Q���W�Z�R���G�L�I�I�H�U�H�Q�W���X�Q�L�W�V���R�S�H�U�D�W�H�G���X�Q�G�H�U���D�P�E�L�H�Q�W���F�R�Q�G�L�W�L�R�Q�V�����,�Q�L�W�L�D�O�O�\����
�D���S�V�H�X�G�R�������G�L�P�H�Q�V�L�R�Q�D�O���&�)�%���X�Q�L�W���L�V���X�V�H�G�����7�K�H�U�H�D�I�W�H�U�����D���I�O�X�L�G���G�\�Q�D�P�L�F�D�O�O�\���G�R�Z�Q���V�F�D�O�H�G���F�R�O�G��
�I�O�R�Z���P�R�G�H�O�����Y�D�O�L�G�D�W�H�G���W�R���U�H�S�U�R�G�X�F�H���W�K�H���K�R�W���V�R�O�L�G�V���I�O�R�Z���L�Q���W�K�H���U�H�I�H�U�H�Q�F�H���!���������0�:�W�K���&�)�%���E�R�L�O�H�U����
�L�V�� �H�P�S�O�R�\�H�G�� �W�R�� �J�H�Q�H�U�D�W�H�� �F�R�P�S�U�H�K�H�Q�V�L�Y�H�� �D�Q�G�� �D�F�F�X�U�D�W�H�� �H�[�S�H�U�L�P�H�Q�W�D�O�� �G�D�W�D�� �D�F�U�R�V�V�� �D�� �E�U�R�D�G��
�R�S�H�U�D�W�L�R�Q�D�O���U�D�Q�J�H�����E�R�W�K���X�Q�G�H�U���V�F�D�O�H�G���D�Q�G���Q�R�Q���V�F�D�O�H�G���F�R�Q�G�L�W�L�R�Q�V�����7�K�H���P�H�D�V�X�U�H�P�H�Q�W�V���L�Q���W�K�L�V���Z�R�U�N��
�X�V�H���S�U�H�V�V�X�U�H���V�D�P�S�O�L�Q�J�����I�R�U���W�K�H���V�R�O�L�G�V���F�R�Q�F�H�Q�W�U�D�W�L�R�Q���D�O�R�Q�J���W�K�H���U�L�V�H�U���K�H�L�J�K�W�����D�Q�G���I�O�X�L�G�L�]�D�W�L�R�Q���R�I��
�W�K�H���F�\�F�O�R�Q�H���O�H�J���W�R���P�H�D�V�X�U�H���W�K�H���H�[�W�H�U�Q�D�O���V�R�O�L�G�V���F�L�U�F�X�O�D�W�L�R�Q�����7�K�H���P�H�D�V�X�U�H�P�H�Q�W�V���D�U�H���F�R�P�S�O�H�P�H�Q�W�H�G��
�Z�L�W�K���S�X�E�O�L�V�K�H�G���G�D�W�D���I�U�R�P���O�D�U�J�H���V�F�D�O�H���&�)�%���E�R�L�O�H�U�V�����'�L�I�I�H�U�H�Q�W���W�\�S�H�V���R�I���P�R�G�H�O�L�Q�J���D�U�H���X�V�H�G���W�R���V�W�X�G�\��
�V�S�H�F�L�I�L�F�� �S�K�H�Q�R�P�H�Q�D���� �0�R�Q�W�H�� �&�D�U�O�R�� �P�R�G�H�O�L�Q�J�� �R�I�� �V�R�O�L�G�V�� �W�U�D�M�H�F�W�R�U�L�H�V�� �L�V�� �D�S�S�O�L�H�G�� �W�R�� �H�Y�D�O�X�D�W�H��
�V�W�D�W�L�V�W�L�F�D�O�O�\���W�K�H���V�R�O�L�G�V���E�D�F�N���P�L�[�L�Q�J���U�D�W�H���L�Q���W�K�H���V�S�O�D�V�K���]�R�Q�H�����Z�K�L�O�H���'�L�U�H�F�W���1�X�P�H�U�L�F�D�O���6�L�P�X�O�D�W�L�R�Q��
���'�1�6�����L�V���X�V�H�G���W�R���J�D�L�Q���L�Q�V�L�J�K�W�V���L�Q�W�R���W�K�H���V�R�O�L�G�V���I�O�R�Z���L�Q���W�K�H���E�R�X�Q�G�D�U�\���E�H�W�Z�H�H�Q���W�K�H���F�R�U�H���U�H�J�L�R�Q���D�Q�G��
�W�K�H���Z�D�O�O���O�D�\�H�U���L�Q���W�K�H���W�U�D�Q�V�S�R�U�W���]�R�Q�H���� �6�H�P�L���H�P�S�L�U�L�F�D�O���P�R�G�H�O�L�Q�J���L�V���X�V�H�G���W�R���W�U�D�Q�V�O�D�W�H���W�K�H���J�D�L�Q�H�G��
�H�[�S�H�U�L�P�H�Q�W�D�O�� �N�Q�R�Z�O�H�G�J�H�� �L�Q�W�R�� �P�D�W�K�H�P�D�W�L�F�D�O�� �H�[�S�U�H�V�V�L�R�Q�V�� �D�Q�G�� �W�K�H�U�H�D�I�W�H�U�� �F�R�P�E�L�Q�H�� �W�K�H�V�H��
�H�[�S�U�H�V�V�L�R�Q���I�R�U���W�K�H���R�Y�H�U�D�O�O���S�U�H�G�L�F�W�L�R�Q���R�I���W�K�H���V�R�O�L�G�V���I�O�R�Z���L�Q���W�K�H���&�)�%���U�L�V�H�U����
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����
��

������ �2�X�W�O�L�Q�H���R�I���W�K�H���S�D�S�H�U�V��
�$�Q���R�Y�H�U�Y�L�H�Z���R�I���W�K�H���F�R�Q�W�H�Q�W�V���R�I���W�K�H���S�D�S�H�U�V���L�Q���W�K�L�V���W�K�H�V�L�V���L�V���S�U�H�V�H�Q�W�H�G���L�Q���)�L�J�X�U�H���������(�D�F�K���S�D�S�H�U���F�D�Q��
�E�H���E�U�L�H�I�O�\���V�X�P�P�D�U�L�]�H�G���D�V���I�R�O�O�R�Z�V������

 �3�D�S�H�U���1���G�H�V�F�U�L�E�H�V���D�Q���L�Q�L�W�L�D�O���D�V�V�H�V�V�P�H�Q�W���R�I���W�K�H���V�R�O�L�G�V���I�O�R�Z���S�K�H�Q�R�P�H�Q�D���L�Q���W�K�H���U�L�V�H�U���R�I���D��
�&�)�%���I�X�U�Q�D�F�H�����Z�L�W�K���V�S�H�F�L�D�O���I�R�F�X�V���R�Q���W�K�H���E�R�W�W�R�P���U�H�J�L�R�Q���D�Q�G���W�K�H���G�H�S�O�H�W�L�R�Q���R�I���W�K�H���G�H�Q�V�H��
�E�H�G�����7�K�H���D�Q�D�O�\�V�L�V���R�I���W�K�H���U�H�V�X�O�W�V���L�V���O�L�P�L�W�H�G���W�R���D���T�X�D�O�L�W�D�W�L�Y�H���I�U�D�P�H�Z�R�U�N�����V�L�Q�F�H���D���S�V�H�X�G�R��
�����G�L�P�H�Q�V�L�R�Q�D�O���X�Q�L�W���L�V���H�P�S�O�R�\�H�G����

 �3�D�S�H�U���1�1���S�U�H�V�H�Q�W�V���W�K�H���I�L�U�V�W���U�H�V�X�O�W�V���R�E�W�D�L�Q�H�G���I�U�R�P���W�K�H���G�H�G�L�F�D�W�H�G�������G�L�P�H�Q�V�L�R�Q�D�O���X�Q�L�W���W�K�D�W��
�Z�D�V���G�H�V�L�J�Q�H�G���D�Q�G���E�X�L�O�W���I�R�U���W�K�H���Z�R�U�N���R�I���W�K�L�V���W�K�H�V�L�V�����7�K�H���X�Q�L�W���L�V���G�L�P�H�Q�V�L�R�Q�H�G���D�F�F�R�U�G�L�Q�J��
�W�R�� �V�F�D�O�L�Q�J�� �O�D�Z�V���� �+�R�Z�H�Y�H�U���� �W�K�L�V�� �Z�R�U�N�� �X�V�H�V�� �D���Q�R�Q���V�F�D�O�H�G�� �E�H�G�� �P�D�W�H�U�L�D�O���� �Z�K�L�F�K�� �D�O�O�R�Z�H�G��
�D�F�T�X�D�L�Q�W�D�Q�F�H���W�R���E�H���P�D�G�H���Z�L�W�K���W�K�H���X�Q�L�W���D�Q�G���I�D�F�L�O�L�W�D�W�H�G���D���I�L�U�V�W���V�W�X�G�\���R�I���W�K�H���V�R�O�L�G�V���I�O�X�L�G��
�G�\�Q�D�P�L�F�V���D�S�S�O�\�L�Q�J���O�H�V�V���F�K�D�O�O�H�Q�J�L�Q�J���K�D�Q�G�O�L�Q�J���D�Q�G���R�S�H�U�D�W�L�R�Q�D�O���S�U�R�F�H�G�X�U�H�V����

 �3�D�S�H�U�� �1�1�1���V�W�X�G�L�H�V�� �W�K�H�� �V�R�O�L�G�V�� �I�O�R�Z�� �L�Q�� �W�K�H�� �U�L�V�H�U�� �H�V�W�D�E�O�L�V�K�H�G�� �L�Q�� �W�K�H�� �I�O�X�L�G���G�\�Q�D�P�L�F�D�O�O�\��
�G�R�Z�Q���V�F�D�O�H�G�� �F�R�O�G���I�O�R�Z�� �P�R�G�H�O�� �Z�K�H�Q�� �L�W�� �L�V�� �R�S�H�U�D�W�H�G�� �Z�L�W�K�� �I�O�R�Z�V�� �D�Q�G�� �E�H�G�� �P�D�W�H�U�L�D�O��
�D�F�F�R�U�G�L�Q�J���W�R���V�F�D�O�L�Q�J���O�D�Z�V�����V�X�F�K���W�K�D�W���L�W���U�H�V�H�P�E�O�H�V���W�K�H���U�H�I�H�U�H�Q�F�H���O�D�U�J�H���V�F�D�O�H���E�R�L�O�H�U�����7�K�L�V��
�S�U�R�Y�L�G�H�V�� �Y�D�O�X�H�V�� �W�K�D�W�� �D�U�H�� �U�H�S�U�H�V�H�Q�W�D�W�L�Y�H�� �R�I�� �F�R�P�P�H�U�F�L�D�O�� �&�)�%�� �E�R�L�O�H�U�V�� �D�Q�G���� �W�K�H�U�H�I�R�U�H����
�U�H�V�X�O�W�V���W�K�D�W���K�D�Y�H���T�X�D�Q�W�L�W�D�W�L�Y�H���U�H�O�H�Y�D�Q�F�H����

 �3�D�S�H�U���1�9���I�R�F�X�V�H�V���R�Q���W�K�H���V�R�O�L�G�V���I�O�R�Z���L�Q���W�K�H���V�S�O�D�V�K���]�R�Q�H�����X�V�L�Q�J���F�R�O�O�D�W�H�G���P�H�D�V�X�U�H�P�H�Q�W��
�G�D�W�D���I�U�R�P���3�D�S�H�U�V���1���1�1�1���D�Q�G���H�D�U�O�L�H�U���S�X�E�O�L�V�K�H�G���G�D�W�D���I�U�R�P���W�K�H���&�K�D�O�P�H�U�V���������0�:�W�K���&�)�%��
�E�R�L�O�H�U�����7�K�H���S�D�S�H�U���H�[�S�O�R�U�H�V���E�R�W�K���W�K�H���V�R�O�L�G�V���E�D�F�N���P�L�[�L�Q�J���U�D�W�H�����S�U�R�S�R�V�L�Q�J���D���V�L�P�S�O�H���P�R�G�H�O��
�I�R�U���L�W�V���S�U�H�G�L�F�W�L�R�Q�����D�Q�G���W�K�H���V�R�O�L�G�V���I�O�X�[���W�K�D�W���L�V���H�I�I�H�F�W�L�Y�H�O�\���H�Q�W�U�D�L�Q�H�G���L�Q�W�R���W�K�H���W�U�D�Q�V�S�R�U�W���]�R�Q�H��
���I�R�U���Z�K�L�F�K���D���V�H�P�L���H�P�S�L�U�L�F�D�O���H�[�S�U�H�V�V�L�R�Q���L�V���G�H�U�L�Y�H�G������

 �3�D�S�H�U���9���I�R�F�X�V�H�V���R�Q���W�K�H���V�R�O�L�G�V���I�O�R�Z���L�Q���W�K�H���W�U�D�Q�V�S�R�U�W���]�R�Q�H�����E�D�V�H�G���R�Q���G�D�W�D���I�U�R�P���3�D�S�H�U���,�,�,��
�D�Q�G���G�D�W�D���I�U�R�P���W�K�H���O�L�W�H�U�D�W�X�U�H���R�Q���O�D�U�J�H���V�F�D�O�H���&�)�%���E�R�L�O�H�U�V�����7�K�H���X�Q�G�H�U�O�\�L�Q�J���P�H�F�K�D�Q�L�V�P�V��
�J�R�Y�H�U�Q�L�Q�J���W�K�H���V�R�O�L�G�V���E�D�F�N���P�L�[�L�Q�J���D�U�H���H�Y�D�O�X�D�W�H�G���E�\���F�R�P�E�L�Q�L�Q�J���W�K�H�V�H���H�[�S�H�U�L�P�H�Q�W�D�O���G�D�W�D��
�Z�L�W�K���F�O�R�V�X�U�H�V���R�I���W�K�H�������G�L�P�H�Q�V�L�R�Q�D�O���P�D�V�V���E�D�O�D�Q�F�H���I�R�U���W�K�H���V�R�O�L�G�V���L�Q���W�K�H���F�R�U�H���U�H�J�L�R�Q���D�Q�G��
�'�1�6���P�R�G�H�O�L�Q�J���R�I���W�K�H���F�R�U�H���W�R���O�D�\�H�U���V�R�O�L�G�V���W�U�D�Q�V�I�H�U�����$�V���D���U�H�V�X�O�W�����W�K�H���F�R�U�H���W�R���O�D�\�H�U���P�D�V�V��
�W�U�D�Q�V�I�H�U���F�R�H�I�I�L�F�L�H�Q�W���L�V���I�R�X�Q�G���W�R���J�R�Y�H�U�Q���W�K�H���E�D�F�N���P�L�[�L�Q�J�����D�Q�G���D���6�K�H�U�Z�R�R�G���Q�X�P�E�H�U���E�D�V�H�G 
�H�[�S�U�H�V�V�L�R�Q�� �L�V�� �G�H�U�L�Y�H�G�� �W�K�D�W�� �S�U�R�Y�L�G�H�V�� �J�H�Q�H�U�D�O�� �J�R�R�G�� �D�J�U�H�H�P�H�Q�W�� �Z�L�W�K�� �W�K�H�� �V�H�W�� �R�I��
�P�H�D�V�X�U�H�P�H�Q�W���G�D�W�D���X�V�H�G����
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�������� �6�R�O�L�G�V���I�O�R�Z���S�D�W�W�H�U�Q���L�Q���O�D�U�J�H���V�F�D�O�H���&�)�%���I�X�U�Q�D�F�H�V��
�7�K�H���V�R�O�L�G�V���I�O�R�Z���S�D�W�W�H�U�Q���L�Q���)�%�V���K�D�V���E�H�H�Q���V�W�X�G�L�H�G���H�[�W�H�Q�V�L�Y�H�O�\���R�Y�H�U���P�D�Q�\���\�H�D�U�V�����)�%�V���U�H�S�U�H�V�H�Q�W�D�W�L�Y�H��
�R�I���O�D�U�J�H���V�F�D�O�H���&�)�%���E�R�L�O�H�U�V���W�\�S�L�F�D�O�O�\���F�R�Q�W�D�L�Q���D���G�H�Q�V�H���E�R�W�W�R�P���E�H�G���Z�L�W�K���J�D�V���E�X�E�E�O�H�V�����Z�K�L�F�K���Z�K�H�Q��
�W�K�H�\���H�U�X�S�W���D�W���W�K�H���G�H�Q�V�H���E�H�G���V�X�U�I�D�F�H���H�M�H�F�W���P�D�W�H�U�L�D�O���X�S�Z�D�U�G�V���L�Q�W�R���W�K�H���I�U�H�H�E�R�D�U�G���>�������� �����@�����7�K�H�V�H��
�H�M�H�F�W�H�G�� �S�D�U�W�L�F�O�H�V�� �I�U�R�P�� �W�K�H�� �G�H�Q�V�H�� �E�R�W�W�R�P�� �E�H�G�� �F�R�Q�V�L�V�W�� �R�I�� �W�Z�R�� �S�K�D�V�H�V�� �Z�K�L�F�K�� �F�R���H�[�L�V�W�� �D�O�R�Q�J�� �W�K�H��
�I�X�U�Q�D�F�H���K�H�L�J�K�W�����D���F�O�X�V�W�H�U���S�K�D�V�H���P�R�V�W�O�\���I�D�O�O�L�Q�J���E�D�F�N���G�R�Z�Q���R�Q�W�R���W�K�H���G�H�Q�V�H���E�H�G���V�X�U�I�D�F�H���±���J�H�Q�H�U�D�W�L�Q�J��
�W�K�H���V�R���F�D�O�O�H�G��splash zone�������D�Q�G���D���G�L�V�S�H�U�V�H�G���S�K�D�V�H�����Z�K�L�F�K���L�V���H�I�I�H�F�W�L�Y�H�O�\���H�Q�W�U�D�L�Q�H�G���I�U�R�P���W�K�H���E�R�W�W�R�P��
�U�H�J�L�R�Q���W�K�H���X�S�S�H�U��transport zone���>�����@�����$�O�W�K�R�X�J�K���E�\�� �G�H�I�L�Q�L�W�L�R�Q���W�K�H���F�O�X�V�W�H�U���S�K�D�V�H���G�R�P�L�Q�D�W�H�V���W�K�H��
�V�S�O�D�V�K�� �]�R�Q�H�� �D�Q�G�� �W�K�H�� �G�L�V�S�H�U�V�H�G�� �S�K�D�V�H�� �G�R�P�L�Q�D�W�H�V�� �W�K�H�� �W�U�D�Q�V�S�R�U�W�� �]�R�Q�H�� �>�����@���� �L�W�� �L�V�� �U�H�D�V�R�Q�D�E�O�H�� �W�R��
�D�V�V�X�P�H���W�K�D�W���W�K�H�U�H���L�V���V�R�P�H���H�[�F�K�D�Q�J�H���R�I���V�R�O�L�G�V���E�H�W�Z�H�H�Q���W�K�H���W�Z�R���S�K�D�V�H�V�����L�W���L�V���P�R�V�W���O�L�N�H�O�\���W�K�D�W���V�R�P�H��
�R�I���W�K�H���V�R�O�L�G�V���L�Q���W�K�H���F�O�X�V�W�H�U�V���D�U�H���W�U�D�Q�V�I�H�U�U�H�G���W�R���W�K�H���G�L�V�S�H�U�V�H�G���S�K�D�V�H�������7�K�H���H�Q�W�U�D�L�Q�H�G���V�R�O�L�G�V���I�O�R�Z��
�X�S�Z�D�U�G�V�� �L�Q�� �W�K�H�� �I�R�U�P�� �R�I�� �D�� �F�R�U�H�� �I�O�R�Z�� ��Fentr�� �L�Q�� �)�L�J�X�U�H�� ������ �D�V�� �W�K�H�\�� �S�D�U�W�L�D�O�O�\�� �E�D�F�N���P�L�[�� �D�O�R�Q�J�� �W�K�H��
�I�X�U�Q�D�F�H�� ��Flat�� �L�Q�� �)�L�J�X�U�H�� ������ �W�K�U�R�X�J�K�� �W�U�D�Q�V�I�H�U�� �W�R�� �W�K�H�� �G�R�Z�Q���I�O�R�Z�L�Q�J�� �V�R�O�L�G�V�� �O�D�\�H�U�V�� �I�R�U�P�H�G�� �E�\�� �W�K�H��
�I�X�U�Q�D�F�H���Z�D�O�O�V���>�����@����Flayer �L�Q���)�L�J�X�U�H�����������2�Q�F�H���W�K�H�\���U�H�D�F�K���W�K�H���U�L�V�H�U���H�[�L�W�����W�K�H���V�R�O�L�G�V���F�D�Q���E�H���L�Q�W�H�U�Q�D�O�O�\��
�F�L�U�F�X�O�D�W�H�G���L�Q�W�R���W�K�H���Z�D�O�O���O�D�\�H�U�V���W�K�U�R�X�J�K���W�K�H���E�D�F�N���I�O�R�Z���H�I�I�H�F�W����Fbackflow���L�Q���)�L�J�X�U�H���������R�U���E�H���H�[�W�H�U�Q�D�O�O�\��
�U�H�F�L�U�F�X�O�D�W�H�G���W�K�U�R�X�J�K���W�K�H���F�\�F�O�R�Q�H���D�Q�G���V�H�D�O���V�\�V�W�H�P����Fs���L�Q���)�L�J�X�U�H�����������H�Y�H�Q�W�X�D�O�O�\���U�H�W�X�U�Q�L�Q�J���W�R���W�K�H��
�E�R�W�W�R�P���R�I���W�K�H���U�L�V�H�U���>���������������� �����������@���� �7�K�L�V���V�R�O�L�G�V���I�O�R�Z���V�F�K�H�P�H���L�V���G�H�S�L�F�W�H�G���L�Q���)�L�J�X�U�H������ �W�R�J�H�W�K�H�U��
�Z�L�W�K���W�K�H���W�K�U�H�H���G�L�I�I�H�U�H�Q�W���I�O�X�L�G���G�\�Q�D�P�L�F�D�O���]�R�Q�H�V���W�\�S�L�F�D�O�O�\���H�V�W�D�E�O�L�V�K�H�G���L�Q���D���&�)�%���E�R�L�O�H�U���>�����@�����L���H�����W�K�H��
�E�R�W�W�R�P�� �U�H�J�L�R�Q�� �F�R�Q�V�L�V�W�L�Q�J�� �R�I�� �W�K�H�� �G�H�Q�V�H�� �E�R�W�W�R�P�� �E�H�G�� �O�R�F�D�W�H�G�� �G�L�U�H�F�W�O�\�� �D�E�R�Y�H�� �W�K�H�� �S�U�L�P�D�U�\�� �J�D�V��
�G�L�V�W�U�L�E�X�W�R�U���D�Q�G���W�K�H���V�S�O�D�V�K���]�R�Q�H���L�P�P�H�G�L�D�W�H�O�\���D�E�R�Y�H���L�W�����7�K�H���O�D�W�W�H�U�����W�R�J�H�W�K�H�U���Z�L�W�K���W�K�H���W�U�D�Q�V�S�R�U�W���]�R�Q�H��
�R�F�F�X�S�L�H�G���E�\���W�K�H���G�L�V�S�H�U�V�H���S�K�D�V�H���I�R�U�P���W�K�H���V�R���F�D�O�O�H�G��freeboard������
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�)�L�J�X�U�H���������6�F�K�H�P�D�W�L�F�V���R�I���W�K�H���V�R�O�L�G�V���I�O�R�Z���L�Q���D���&�)�%���E�R�L�O�H�U����

�7�K�H���V�R�O�L�G�V���I�O�R�Z���S�D�W�W�H�U�Q���H�V�W�D�E�O�L�V�K�H�G���L�Q���O�D�U�J�H���V�F�D�O�H���&�)�%���I�X�U�Q�D�F�H�V���G�H�V�F�U�L�E�H�G���D�E�R�Y�H���D�Q�G���G�H�S�L�F�W�H�G��
�L�Q���)�L�J�X�U�H�������\�L�H�O�G�V���D���Y�H�U�W�L�F�D�O���S�U�R�I�L�O�H���R�I���V�R�O�L�G�V���F�R�Q�F�H�Q�W�U�D�W�L�R�Q���U�H�Y�H�D�O�L�Q�J���W�K�H���W�K�U�H�H���I�O�X�L�G���G�\�Q�D�P�L�F�D�O��
�U�H�J�L�R�Q�V�����G�H�Q�V�H���E�R�W�W�R�P���E�H�G�����V�S�O�D�V�K���]�R�Q�H���D�Q�G���W�U�D�Q�V�S�R�U�W���]�R�Q�H�����D�V���L�O�O�X�V�W�U�D�W�H�G���L�Q���)�L�J�X�U�H���������%�D�V�H�G���R�Q��
�W�K�H���V�R�O�L�G�V���I�O�R�Z���S�D�W�W�H�U�Q���G�H�V�F�U�L�E�H�G���D�E�R�Y�H�����W�K�H���H�[�S�U�H�V�V�L�R�Q�V���G�H�V�F�U�L�E�L�Q�J���W�K�H���V�R�O�L�G�V���F�R�Q�F�H�Q�W�U�D�W�L�R�Q���L�Q��
�H�D�F�K���R�I���W�K�H�V�H���W�K�U�H�H���U�H�J�L�R�Q�V���D�U�H���S�U�H�V�H�Q�W�H�G���E�H�O�R�Z����

�$���G�H�Q�V�H���U�H�J�L�R�Q���V�L�P�L�O�D�U���W�R���D���E�X�E�E�O�L�Q�J���E�H�G���L�V���W�\�S�L�F�D�O�O�\���H�V�W�D�E�O�L�V�K�H�G���D�W���W�K�H���E�R�W�W�R�P���R�I���&�)�%���I�X�U�Q�D�F�H�V��
�>�����@�����H�Y�H�Q���W�K�R�X�J�K���L�Q���D���&�)�%���E�R�L�O�H�U���W�K�H���I�O�X�L�G�L�]�D�W�L�R�Q���Y�H�O�R�F�L�W�\���H�[�F�H�H�G�V���W�K�H���W�H�U�P�L�Q�D�O���Y�H�O�R�F�L�W�\���R�I���P�R�V�W��
�R�I���W�K�H���V�R�O�L�G�V���L�Q�Y�H�Q�W�R�U�\�����7�K�L�V���L�V���D�W�W�U�L�E�X�W�H�G���W�R���W�K�H���V�W�U�R�Q�J���O�R�F�D�O���I�O�X�F�W�X�D�W�L�R�Q�V���L�Q���J�D�V���Y�H�O�R�F�L�W�\���W�K�D�W���L�V��
�L�Q�K�H�U�H�Q�W�� �W�R�� �)�%�V�� �D�Q�G�� �H�Q�K�D�Q�F�H�G�� �E�\�� �W�K�H�� �O�L�P�L�W�H�G�� �S�U�H�V�V�X�U�H�� �G�U�R�S�� �D�F�U�R�V�V�� �W�K�H�� �J�D�V�� �G�L�V�W�U�L�E�X�W�R�U�� �>�����@��
�W�\�S�L�F�D�O�O�\���D�S�S�O�L�H�G���L�Q���F�R�P�P�H�U�F�L�D�O���X�Q�L�W�V���W�R���G�H�F�U�H�D�V�H���W�K�H���R�S�H�U�D�W�L�R�Q�D�O���I�D�Q���F�R�V�W�V�����%�D�V�H�G���R�Q���W�K�L�V�����W�K�H��
�G�H�Q�V�H���E�H�G���R�I���&�)�%���E�R�L�O�H�U�V���K�D�V���E�H�H�Q���V�K�R�Z�Q���W�R���F�R�Q�W�D�L�Q���E�X�E�E�O�H�V���R�I���W�K�H���H�[�S�O�R�G�L�Q�J���W�\�S�H���>�������������@����
�7�K�H���W�L�P�H���D�Y�H�U�D�J�H�G���F�U�R�V�V���V�H�F�W�L�R�Q�D�O���V�R�O�L�G�V���I�O�X�[���L�Q���W�K�H���G�H�Q�V�H���E�H�G���L�V���]�H�U�R�����V�L�Q�F�H���W�K�H���V�D�P�H���I�O�R�Z���R�I��
�V�R�O�L�G�V���W�K�D�W���L�V���H�M�H�F�W�H�G���I�U�R�P���W�K�H���G�H�Q�V�H���E�H�G���L�V���U�H�F�\�F�O�H�G���E�D�F�N���W�R���W�K�H���G�H�Q�V�H���E�H�G���W�K�U�R�X�J�K���W�K�H���G�L�I�I�H�U�H�Q�W��
�V�R�O�L�G�V�� �E�D�F�N���P�L�[�L�Q�J�� �S�K�H�Q�R�P�H�Q�D�� �L�Q�� �W�K�H�� �I�X�U�Q�D�F�H�� �D�Q�G�� �W�K�H�� �H�[�W�H�U�Q�D�O�� �U�H�F�L�U�F�X�O�D�W�L�R�Q�� �R�I�� �V�R�O�L�G�V���� �7�K�L�V��
�U�H�V�X�O�W�V�� �L�Q�� �D�� �F�R�Q�V�W�D�Q�W�� �W�L�P�H���D�Y�H�U�D�J�H�G�� �V�R�O�L�G�V�� �F�R�Q�F�H�Q�W�U�D�W�L�R�Q�� �R�Y�H�U�� �L�W�V�� �K�H�L�J�K�W���� �\�L�H�O�G�L�Q�J�� �D�� �O�L�Q�H�D�U��
�S�U�H�V�V�X�U�H���G�U�R�S���Z�L�W�K���K�H�L�J�K�W�����7�K�X�V����

��𝐶௦(ℎ ≤ 𝐻௕) =  𝐶௦,ு್
                                  ���� �� �� ��������
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�,�Q���U�H�O�D�W�L�Y�H���W�H�U�P�V�����W�K�H���V�R�O�L�G�V���F�R�Q�F�H�Q�W�U�D�W�L�R�Q���L�Q���W�K�H���G�H�Q�V�H���E�H�G���R�I���O�D�U�J�H���V�F�D�O�H���&�)�%���E�R�L�O�H�U�V���L�V���W�\�S�L�F�D�O�O�\��
�Z�L�W�K�L�Q�� �W�K�H�� �L�Q�W�H�U�Y�D�O��εs=���������±���������� �>�����@���� �D�Q�G�� �V�H�P�L���H�P�S�L�U�L�F�D�O�� �H�[�S�U�H�V�V�L�R�Q�V�� �I�R�U�� �L�W�V�� �S�U�H�G�L�F�W�L�R�Q�� �D�U�H��
�D�Y�D�L�O�D�E�O�H���>�����@�����7�K�H���K�H�L�J�K�W���R�I���W�K�H���G�H�Q�V�H���E�H�G���L�V���G�H�S�H�Q�G�H�Q�W���X�S�R�Q���W�K�H���D�P�R�X�Q�W���D�Q�G���S�U�R�S�H�U�W�L�H�V���R�I���W�K�H��
�E�H�G���P�D�W�H�U�L�D�O���L�Q���W�K�H���&�)�%���O�R�R�S���D�Q�G���W�K�H���I�O�X�L�G�L�]�D�W�L�R�Q���Y�H�O�R�F�L�W�\���D�S�S�O�L�H�G���>�����@�����8�Q�G�H�U���V�R�P�H���F�R�Q�G�L�W�L�R�Q�V����
�H���J�������I�R�U���D���V�X�I�I�L�F�L�H�Q�W�O�\���K�L�J�K���S�U�L�P�D�U�\���J�D�V���Y�H�O�R�F�L�W�\���D�Q�G���R�U���V�X�I�I�L�F�L�H�Q�W�O�\���O�R�Z���I�X�U�Q�D�F�H���S�U�H�V�V�X�U�H���G�U�R�S����
�W�K�H���G�H�Q�V�H���E�H�G���P�D�\���E�H���G�H�S�O�H�W�H�G������

�$���V�S�O�D�V�K���]�R�Q�H���G�H�Y�H�O�R�S�V���D�E�R�Y�H���W�K�H���G�H�Q�V�H���E�H�G���D�V���E�X�E�E�O�H���H�U�X�S�W�L�R�Q�V���D�W���W�K�H���G�H�Q�V�H���E�H�G���V�X�U�I�D�F�H���H�M�H�F�W��
�F�O�X�V�W�H�U�H�G���V�R�O�L�G�V���L�Q�W�R���W�K�H���I�U�H�H�E�R�D�U�G�����7�K�H�V�H���F�O�X�V�W�H�U�V���D�U�H���Q�R�W���G�U�D�J�J�H�G���X�S���E�\���W�K�H���J�D�V���L�Q�W�R���W�K�H���X�S�S�H�U��
�I�X�U�Q�D�F�H�� �O�R�F�D�W�L�R�Q�V�� �E�X�W�� �I�D�O�O�V�� �E�D�F�N�� �L�Q�W�R�� �W�K�H�� �G�H�Q�V�H�� �E�H�G���� �L���H���� �U�H�S�U�H�V�H�Q�W�L�Q�J�� �W�K�H�� �P�D�L�Q�� �E�D�F�N���P�L�[�L�Q�J��
�S�U�R�F�H�V�V���L�Q���W�K�H���V�S�O�D�V�K���]�R�Q�H���D�V���L�Q�G�L�F�D�W�H�G���E�\���W�K�H���E�D�F�N���F�L�U�F�X�O�D�W�L�Q�J���D�U�U�R�Z���L�Q���)�L�J�X�U�H���������7�K�H�V�H���I�O�R�Z�V��
�R�I���H�M�H�F�W�H�G���D�Q�G���E�D�F�N���P�L�[�H�G���F�O�X�V�W�H�U���V�R�O�L�G�V���D�U�H���E�H�O�L�H�Y�H�G���W�R���E�H���O�D�U�J�H�����\�L�H�O�G�L�Q�J���D���K�L�J�K���W�K�H�U�P�D�O���P�L�[�L�Q�J��
�L�Q���W�K�H���V�S�O�D�V�K���]�R�Q�H�������2�Q�O�\���D���V�P�D�O�O���V�K�D�U�H���R�I���W�K�H���H�M�H�F�W�H�G���F�O�X�V�W�H�U���V�R�O�L�G�V���Z�L�O�O���E�H���W�U�D�Q�V�I�H�U�U�H�G���W�R���W�K�H��
�G�L�V�S�H�U�V�H���S�K�D�V�H���D�Q�G���H�Q�W�U�D�L�Q�H�G���W�K�H���W�U�D�Q�V�S�R�U�W���]�R�Q�H�����7�K�L�V���L�V���F�R�Q�F�O�X�G�H�G���I�U�R�P���Y�L�V�X�D�O���R�E�V�H�U�Y�D�W�L�R�Q���L�Q��
�F�R�O�G���P�R�G�H�O�V���D�Q�G���P�H�D�V�X�U�H�P�H�Q�W�V���L�Q���O�D�U�J�H���V�F�D�O�H���&�)�%���E�R�L�O�H�U�V���>�����@���Z�K�L�F�K���\�L�H�O�G���V�S�O�D�V�K���]�R�Q�H�V���Z�L�W�K��
�D���V�R�O�L�G�V���F�R�Q�F�H�Q�W�U�D�W�L�R�Q���S�U�R�I�L�O�H���V�L�P�L�O�D�U���W�R���W�K�R�V�H���L�Q���X�Q�L�W�V���D�W���E�X�E�E�O�L�Q�J���F�R�Q�G�L�W�L�R�Q�V���Z�K�L�F�K���K�D�V���Q�R���Q�H�W��
�V�R�O�L�G�V���H�Q�W�U�D�L�Q�P�H�Q�W���X�S���W�K�U�R�X�J�K���D�Q�G���R�X�W���R�I���W�K�H���I�X�U�Q�D�F�H�����L���H�����Q�R���R�U���O�L�W�W�O�H���V�R�O�L�G�V���H�Q�W�U�D�L�Q�P�H�Q�W���I�U�R�P��
�W�K�H�� �V�S�O�D�V�K�� �]�R�Q�H���� �7�K�H�� �V�S�O�D�V�K�� �]�R�Q�H�� �I�R�O�O�R�Z�V�� �D�� �V�W�H�H�S�� �H�[�S�R�Q�H�Q�W�L�D�O�� �G�H�F�D�\�� �L�Q�� �V�R�O�L�G�V�� �F�R�Q�F�H�Q�W�U�D�W�L�R�Q��
�>�������������@��

𝐶௖௟௨௦௧௘௥(ℎ > 𝐻௕) = 𝐶௖௟௨௦௧௘௥]ு್
   𝑒ି௔(௛ିு್)���� �� �� ��������

�:�K�H�U�H���W�K�H���G�H�F�D�\���F�R�H�I�I�L�F�L�H�Q�W����a�����L�V���R�I�W�H�Q���G�H�V�F�U�L�E�H�G���>�������������������������@���D�V����

𝑎 ∝  
௨೒

௨೟
�������� �� �� �� �� �� ��������

�,�Q���W�K�H���W�U�D�Q�V�S�R�U�W���]�R�Q�H���� �W�K�H���V�R�O�L�G�V���E�D�F�N���P�L�[�L�Q�J���F�D�Q���E�H���G�H�V�F�U�L�E�H�G���D�V���D���Q�H�W���O�D�W�H�U�D�O���I�O�R�Z���I�U�R�P���W�K�H��
�X�S�Z�D�U�G�V���F�R�U�H���I�O�X�[���L�Q�W�R���W�K�H���G�R�Z�Q�Z�D�U�G���I�O�R�Z�L�Q�J���Z�D�O�O���O�D�\�H�U�V����Flat���L�Q���)�L�J�X�U�H�����������7�K�H���E�D�F�N���P�L�[�L�Q�J��
�F�K�D�Q�J�H���L�Q���I�O�R�Z���F�D�Q���E�H���G�H�V�F�U�L�E�H�G���D�V����

 𝑑𝐹ௗ௜௦௣௘௥௦௘  = − 𝐾 𝐹ௗ௜௦௣௘௥௦௘ 𝑑ℎ�� �� �� �� ��������

�Z�K�H�U�H�� �W�K�H�� �V�R�O�L�G�V�� �D�U�H�� �D�V�V�X�P�H�G�� �W�R�� �E�H�� �G�L�V�S�H�U�V�H�� �D�Q�G�� �W�K�X�V�� �I�O�R�Z�� �D�F�F�R�U�G�L�Q�J�� �W�R�� �W�K�H�L�U�� �V�L�Q�J�O�H�� �S�D�U�W�L�F�O�H��
�W�H�U�P�L�Q�D�O���Y�H�O�R�F�L�W�\�����7�K�L�V���W�H�U�P�L�Q�D�O���Y�H�O�R�F�L�W�\���F�D�Q���E�H���D�V�V�X�P�H�G���W�R���E�H���F�R�Q�V�W�D�Q�W���Z�L�W�K���K�H�L�J�K�W���L�Q���W�K�H���U�L�V�H�U��
���Q�R�W�H���W�K�D�W���W�K�L�V���D�V�V�X�P�S�W�L�R�Q���Q�H�J�O�H�F�W�V���W�K�H���V�L�]�H���V�H�J�U�H�J�D�W�L�R�Q���H�I�I�H�F�W���R�I���W�K�H���V�R�O�L�G�V���E�D�F�N���P�L�[�L�Q�J���L�Q���W�K�L�V��
�U�H�J�L�R�Q�����Z�K�L�F�K���D�I�I�H�F�W�V���W�K�H���P�H�D�Q���W�H�U�P�L�Q�D�O���Y�H�O�R�F�L�W�\�������7�K�X�V�����W�K�H���X�S�Z�D�U�G�V���G�L�V�S�H�U�V�H�G���S�K�D�V�H���I�O�R�Z���P�D�\��
�E�H���G�H�V�F�U�L�E�H�G���D�V����

𝐹ௗ௜௦௣௘௥௦௘ = 𝐶ௗ௜௦௣௘௥௦௘൫𝑢௚ − 𝑢௧൯𝐴���� �� �� �� ��������

�%�D�V�H�G���R�Q���W�K�L�V�����L�Q�W�H�J�U�D�W�L�R�Q���R�I���(�T�������������U�H�V�X�O�W�V���L�Q���D�Q���H�[�S�R�Q�H�Q�W�L�D�O���G�H�F�D�\���L�Q���V�R�O�L�G�V���F�R�Q�F�H�Q�W�U�D�W�L�R�Q���R�I��
�W�K�H���G�L�V�S�H�U�V�H���V�R�O�L�G�V���S�K�D�V�H�����F�K�D�U�D�F�W�H�U�L�]�H�G���E�\���D���G�H�F�D�\���F�R�H�I�I�L�F�L�H�Q�W����K �>�����@���D�Q�G���W�K�H���L�Q�L�W�L�D�O���F�R�Q�G�L�W�L�R�Q��
�J�L�Y�H�Q���E�\���W�K�H���F�R�Q�F�H�Q�W�U�D�W�L�R�Q���R�I���H�Q�W�U�D�L�Q�H�G���V�R�O�L�G�V���D�W���W�K�H���G�H�Q�V�H���E�H�G���V�X�U�I�D�F�H����Cs,entr ���V�H�H���)�L�J�X�U�H����������

𝐶ௗ௜௦௣௘௥௦௘(ℎ > 𝐻௕) = 𝐶௦,௘௡௧௥   𝑒ି௄(௛ିு್)���� �� �� ��������
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�7�K�H���F�R�Q�F�H�Q�W�U�D�W�L�R�Q���R�I���V�R�O�L�G�V���H�Q�W�U�D�L�Q�H�G���I�U�R�P���W�K�H���E�R�W�W�R�P���E�H�G���L�V���R�E�W�D�L�Q�H�G���I�U�R�P���W�K�H���H�[�W�U�D�S�R�O�D�W�L�R�Q��
�R�I�� �W�K�H�� �X�S�S�H�U�� �V�R�O�L�G�V�� �F�R�Q�F�H�Q�W�U�D�W�L�R�Q�� �S�U�R�I�L�O�H�� �W�R�� �W�K�H�� �G�H�Q�V�H�� �E�H�G�� �K�H�L�J�K�W����Hb�� ���R�U�� �L�Q�� �W�K�H�� �D�E�V�H�Q�F�H�� �R�I�� �D��
�G�H�Q�V�H���E�H�G�����G�R�Z�Q���W�R���W�K�H���E�R�W�W�R�P���J�U�L�G�������V�H�H���)�L�J�X�U�H���������>�������������@�����7�K�H���G�H�F�D�\���F�R�H�I�I�L�F�L�H�Q�W���R�I�W�H�Q���W�D�N�H�V��
�W�K�H���I�R�O�O�R�Z�L�Q�J���I�R�U�P���>�������������������������������������������@����

𝐾 ∝  
ଵ

௨೒ି௨೟
�� �� �� �� �� �� ����������

�,�Q���O�L�Q�H���Z�L�W�K���W�K�H���D�E�R�Y�H���D�V�V�X�P�S�W�L�R�Q���W�K�D�W���W�K�H���W�Z�R���V�R�O�L�G�V���S�K�D�V�H�V���F�R���H�[�L�V�W�����W�K�H���W�L�P�H���D�Y�H�U�D�J�H�G���F�U�R�V�V��
�V�H�F�W�L�R�Q�D�O���V�R�O�L�G�V���F�R�Q�F�H�Q�W�U�D�W�L�R�Q���L�V���D�V�V�X�P�H�G���W�R���E�H���W�K�H���V�X�P���R�I���(�T�V�������������D�Q�G�������������V�X�F�K���W�K�D�W����

𝐶௦(ℎ) = ൫𝐶௦,ு್
−  𝐶௦,௘௡௧௥൯𝑒ି௔(௛ିு್) +  𝐶௦,௘௡௧௥𝑒ି௄(௛ିு್)������ �� ��������

�Z�K�H�U�H���W�K�H���F�R�Q�F�H�Q�W�U�D�W�L�R�Q���R�I���F�O�X�V�W�H�U�V���D�W���W�K�H���G�H�Q�V�H���E�H�G���V�X�U�I�D�F�H����𝐶௖௟௨௦௧௘௥]ு್
�����H�T�X�D�O�V���E�\���F�R�Q�W�L�Q�X�L�W�\��

�W�K�H�� �G�L�I�I�H�U�H�Q�F�H�� �E�H�W�Z�H�H�Q�� �W�K�H�� �V�R�O�L�G�V�� �F�R�Q�F�H�Q�W�U�D�W�L�R�Q�� �L�Q�� �W�K�H�� �G�H�Q�V�H�� �E�H�G�� �D�Q�G�� �W�K�H�� �F�R�Q�F�H�Q�W�U�D�W�L�R�Q�� �R�I��
�H�Q�W�U�D�L�Q�H�G���V�R�O�L�G�V����𝐶௦,ு್

− 𝐶௦,௘௡௧௥����

�$�F�F�R�X�Q�W�L�Q�J���I�R�U���W�K�H���W�K�U�H�H���I�O�X�L�G���G�\�Q�D�P�L�F�D�O���U�H�J�L�R�Q�V���G�L�V�F�X�V�V�H�G���D�E�R�Y�H�����W�K�H���Y�H�U�W�L�F�D�O���S�U�R�I�L�O�H���R�I���V�R�O�L�G�V��
�F�R�Q�F�H�Q�W�U�D�W�L�R�Q���D�O�R�Q�J���W�K�H���U�L�V�H�U���F�D�Q���E�H���G�H�V�F�U�L�E�H�G���Z�L�W�K���(�T�V�������������D�Q�G�����������D�Q�G���L�V���H�[�H�P�S�O�L�I�L�H�G���L�Q���)�L�J�X�U�H��������

 𝐶௦(ℎ) =  ቊ
൫𝐶௦,ு್

−  𝐶௦,௘௡௧௥൯𝑒ି௔(௛ିு್) +  𝐶௦,௘௡௧௥𝑒ି௄(௛ିு್)                ∀  ℎ > 𝐻௕

𝐶௦,ு್
                                                                                               ∀ ℎ ≤ 𝐻௕

�� ��������

��

�)�L�J�X�U�H���������)�O�X�L�G���G�\�Q�D�P�L�F�D�O���U�H�J�L�R�Q�V���L�Q���W�K�H���I�X�U�Q�D�F�H���R�I���D���&�)�%���E�R�L�O�H�U���D�F�F�R�U�G�L�Q�J���W�R���-�R�K�Q�V�V�R�Q���D�Q�G���/�H�F�N�Q�H�U���>�����@����
�L�Q�G�L�F�D�W�L�Q�J���W�K�H���N�H�\���S�D�U�D�P�H�W�H�U�V���L�Q���W�K�H���Y�H�U�W�L�F�D�O���S�U�R�I�L�O�H���R�I���V�R�O�L�G�V���F�R�Q�F�H�Q�W�U�D�W�L�R�Q���X�V�H�G���L�Q���(�T��������������
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�7�K�H���H�[�W�H�U�Q�D�O���F�L�U�F�X�O�D�W�L�R�Q���R�I���V�R�O�L�G�V���L�V���R�I�W�H�Q���H�V�W�L�P�D�W�H�G���W�R���E�H���H�T�X�D�O���W�R���W�K�H���V�R�O�L�G�V���X�S���I�O�R�Z���D�W���W�K�H���U�L�V�H�U��
�W�R�S�� �>�������� �������� �������� �������� �����@�� ��Ftop�� �L�Q�� �)�L�J�X�U�H�� �������� �+�R�Z�H�Y�H�U���� �V�W�X�G�L�H�V�� �K�D�Y�H�� �V�K�R�Z�Q�� �W�K�D�W�� �W�K�H�U�H�� �F�D�Q�� �E�H��
�V�L�J�Q�L�I�L�F�D�Q�W���V�R�O�L�G�V���E�D�F�N���P�L�[�L�Q�J���D�W���W�K�H���U�L�V�H�U���H�[�L�W�����D�V���W�K�H���J�D�V���L�V���Q�R�W���D�E�O�H���W�R���G�U�D�J���D�O�O���W�K�H���V�R�O�L�G�V���L�Q�W�R��
�W�K�H���F�\�F�O�R�Q�H���G�X�F�W���>���������������������������@�����7�K�L�V���S�K�H�Q�R�P�H�Q�R�Q���±���N�Q�R�Z�Q���D�V���W�K�H��back-flow effect���±���K�D�V���E�H�H�Q��
�V�K�R�Z�Q���W�R���G�H�S�H�Q�G���R�Q���W�K�H���J�H�R�P�H�W�U�\���R�I���W�K�H���H�[�L�W���U�H�J�L�R�Q���>���������������������@�����D�V���Z�H�O�O���D�V���W�K�H���O�R�F�D�O���S�D�U�W�L�F�O�H��
�V�L�]�H�� �D�Q�G�� �F�R�Q�F�H�Q�W�U�D�W�L�R�Q�� �>�����@�� ��Fbackflow�� �L�Q�� �)�L�J�X�U�H�� �������� �7�K�H�� �E�D�F�N���I�O�R�Z�� �U�D�W�L�R����kb���� �L�V�� �G�H�I�L�Q�H�G�� �D�V����

𝑘௕ =
ீೞ,೗ೌ೤೐ೝ

ೞீ,೎೚ೝ೐
ඐ

௛ୀு

 �� �� �� �� �� ����������

�7�K�H�U�H�I�R�U�H�����W�K�H���H�[�W�H�U�Q�D�O���F�L�U�F�X�O�D�W�L�R�Q���R�I���V�R�O�L�G�V���L�Q���D���&�)�%���E�R�L�O�H�U���L�V���W�K�H���H�Q�G���U�H�V�X�O�W���R�I���D���V�H�T�X�H�Q�F�H���R�I��
�I�O�X�L�G���G�\�Q�D�P�L�F�D�O���P�H�F�K�D�Q�L�V�P�V���W�K�D�W���L�Q�Y�R�O�Y�H���H�Q�W�U�D�L�Q�P�H�Q�W���I�U�R�P���W�K�H���E�R�W�W�R�P���U�H�J�L�R�Q�����E�D�F�N���P�L�[�L�Q�J���L�Q��
�W�K�H���W�U�D�Q�V�S�R�U�W���]�R�Q�H���� �D�Q�G���E�D�F�N���I�O�R�Z���L�Q���W�K�H���H�[�L�W���U�H�J�L�R�Q�����7�K�H�V�H���S�K�H�Q�R�P�H�Q�D�����F�K�D�U�D�F�W�H�U�L�]�H�G���E�\���W�K�H��
�W�H�U�P�V��𝐶௦,௘௡௧௥����K���D�Q�G��kb�����U�H�V�S�H�F�W�L�Y�H�O�\�����F�D�Q���E�H���D�J�J�U�H�J�D�W�H�G���W�R���\�L�H�O�G���W�K�H���H�[�W�H�U�Q�D�O�O�\���F�L�U�F�X�O�D�W�L�Q�J���V�R�O�L�G�V��
�I�O�X�[����Gs ���V�H�H��Fs���L�Q���)�L�J�X�U�H�����������X�Q�G�H�U���W�K�H���D�V�V�X�P�S�W�L�R�Q���W�K�D�W���W�K�H���G�L�V�S�H�U�V�H�G���V�R�O�L�G�V���I�O�R�Z���D�F�F�R�U�G�L�Q�J���W�R��
�W�K�H�L�U���V�L�Q�J�O�H���S�D�U�W�L�F�O�H���W�H�U�P�L�Q�D�O���Y�H�O�R�F�L�W�L�H�V������

𝐺௦ = 𝐶௦,௘௡௧௥൫𝑢௚ − 𝑢௧൯   𝑒ି௄(ுିு್)  (1 − 𝑘௕)�� �� �� �������� 

��

�0�H�D�V�X�U�H�P�H�Q�W���R�I���W�K�H���H�[�W�H�U�Q�D�O���F�L�U�F�X�O�D�W�L�R�Q���R�I���V�R�O�L�G�V���L�Q���O�D�U�J�H���V�F�D�O�H���X�Q�L�W�V���L�V���D���P�D�M�R�U���F�K�D�O�O�H�Q�J�H�����2�Q�O�\��
�D���I�H�Z���Y�D�O�X�H�V���K�D�Y�H���E�H�H�Q���S�X�E�O�L�V�K�H�G���L�Q���W�K�H���O�L�W�H�U�D�W�X�U�H���>�������������������������������������@�����D�Q�G���V�R�P�H���R�I���W�K�H�V�H���O�D�F�N���D��
�F�O�H�D�U���G�H�V�F�U�L�S�W�L�R�Q���R�I���K�R�Z���W�K�H�\���Z�H�U�H���G�H�U�L�Y�H�G�����)�R�U���W�K�L�V�����D���F�R�Q�V�L�V�W�H�Q�W�����Z�H�O�O���G�R�F�X�P�H�Q�W�H�G���P�H�W�K�R�G���L�V��
�W�R�� �V�R�O�Y�H�� �W�K�H�� �K�H�D�W�� �E�D�O�D�Q�F�H�� �R�Y�H�U�� �D�� �O�R�R�S�� �V�H�D�O�� �V�\�V�W�H�P�� �H�T�X�L�S�S�H�G�� �Z�L�W�K�� �D�� �K�H�D�W�� �H�[�F�K�D�Q�J�H�U�� �>�����@���� �,�Q��
�D�G�G�L�W�L�R�Q���� �F�D�U�H�� �V�K�R�X�O�G�� �E�H�� �W�D�N�H�Q�� �Z�K�H�Q�� �F�R�P�S�D�U�L�Q�J�� �Y�D�O�X�H�V�� �I�R�U�� �W�K�H�� �H�[�W�H�U�Q�D�O�� �V�R�O�L�G�V�� �F�L�U�F�X�O�D�W�L�R�Q��
�R�E�W�D�L�Q�H�G�� �I�U�R�P�� �G�L�I�I�H�U�H�Q�W�� �X�Q�L�W�V���� �V�L�Q�F�H�� �V�H�Y�H�U�D�O�� �X�Q�L�W���V�S�H�F�L�I�L�F�� �Y�D�U�L�D�E�O�H�V�� ���H���J�������U�L�V�H�U�� �K�H�L�J�K�W���� �F�U�R�V�V��
�V�H�F�W�L�R�Q�D�O���G�L�P�H�Q�V�L�R�Q�V�����V�H�F�R�Q�G�D�U�\���D�L�U���O�R�F�D�W�L�R�Q�����D�Q�G���W�K�H���L�Q�F�O�L�Q�D�W�L�R�Q���R�I���W�D�S�H�U�H�G���Z�D�O�O�V�����D�U�H���N�Q�R�Z�Q���W�R��
�L�Q�I�O�X�H�Q�F�H���W�K�H���H�[�W�H�U�Q�D�O���V�R�O�L�G�V���F�L�U�F�X�O�D�W�L�R�Q����

��

��

�H�Q�W�U�D�L�Q�H�G���I�U�R�P���E�R�W�W�R�P���U�H�J�L�R�Q��

�\�L�H�O�G�L�Q�J���I�X�U�Q�D�F�H���W�R�S��
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�������� �&�O�R�V�X�U�H���R�I���W�K�H���P�D�V�V���E�D�O�D�Q�F�H��
�7�K�H���V�R�O�L�G�V���I�O�R�Z���L�Q���W�K�H���I�X�U�Q�D�F�H���L�V���W�\�S�L�F�D�O�O�\���V�W�X�G�L�H�G���L�Q�G�L�U�H�F�W�O�\���W�K�U�R�X�J�K���W�K�H���Y�H�U�W�L�F�D�O���S�U�R�I�L�O�H���R�I���W�K�H��
�V�R�O�L�G�V�� �F�R�Q�F�H�Q�W�U�D�W�L�R�Q�� �>�(�T���� �������@���� �V�L�Q�F�H�� �W�K�H�� �O�D�W�W�H�U�� �L�V�� �U�H�O�D�W�L�Y�H�O�\�� �V�W�U�D�L�J�K�W���I�R�U�Z�D�U�G�� �W�R�� �R�E�W�D�L�Q�� �I�U�R�P��
�S�U�H�V�V�X�U�H���G�U�R�S���P�H�D�V�X�U�H�P�H�Q�W�V���D�O�R�Q�J���W�K�H���K�H�L�J�K�W���R�I���W�K�H���I�X�U�Q�D�F�H�����1�H�J�O�H�F�W�L�Q�J���D�F�F�H�O�H�U�D�W�L�R�Q���H�I�I�H�F�W�V�����D��
�P�H�D�V�X�U�H�G�� �S�U�H�V�V�X�U�H�� �G�U�R�S�� �E�H�W�Z�H�H�Q�� �W�Z�R�� �K�H�L�J�K�W�V�� �F�D�Q�� �E�H�� �U�H�F�D�O�F�X�O�D�W�H�G�� �L�Q�W�R�� �D�Q�� �D�Y�H�U�D�J�H�� �V�R�O�L�G�V��
�F�R�Q�F�H�Q�W�U�D�W�L�R�Q���I�R�U���W�K�H���K�H�L�J�K�W���L�Q�W�H�U�Y�D�O�����)�L�U�V�W�����W�K�H���Y�R�L�G�D�J�H���������L�V���V�R�O�Y�H�G���I�U�R�P���W�K�H���J�H�Q�H�U�D�O���H�[�S�U�H�V�V�L�R�Q��
�I�R�U���W�K�H���S�U�H�V�V�X�U�H���G�U�R�S����

∆𝑃 = ൫𝜌௦൫1 − 𝜀௚൯ + 𝜌௚𝜀௚൯𝑔∆ℎ�� �� �� �� ����������

�7�K�H�U�H�D�I�W�H�U�����W�K�H���V�R�O�L�G�V���F�R�Q�F�H�Q�W�U�D�W�L�R�Q���F�D�Q���E�H���F�D�O�F�X�O�D�W�H�G���D�V����

𝐶௦ = 𝜌௦൫1 − 𝜀௚൯�� �� �� �� �� ����������

�'�X�H���W�R���W�K�H���O�L�P�L�W�H�G���Q�X�P�E�H�U���R�I���S�U�H�V�V�X�U�H���P�H�D�V�X�U�H�P�H�Q�W�V���L�Q���O�D�U�J�H���V�F�D�O�H���&�)�%���I�X�U�Q�D�F�H�V�����W�K�H�U�H���Z�L�O�O����
�D�V���P�H�Q�W�L�R�Q�H�G���D�E�R�Y�H�����E�H���S�R�R�U���V�S�D�W�L�D�O���U�H�V�R�O�X�W�L�R�Q���L�Q���W�K�H���Y�H�U�W�L�F�D�O���S�U�H�V�V�X�U�H���G�U�R�S���S�U�R�I�L�O�H���D�Q�G�����V�L�Q�F�H��
�W�K�H���E�R�W�W�R�P���P�R�V�W���S�U�H�V�V�X�U�H���P�H�D�V�X�U�H�P�H�Q�W���L�V���W�\�S�L�F�D�O�O�\���O�R�F�D�W�H�G���D�W���V�R�P�H���V�L�J�Q�L�I�L�F�D�Q�W���K�H�L�J�K�W���D�E�R�Y�H���W�K�H��
�Q�R�]�]�O�H���O�H�Y�H�O�����V�R�P�H���X�Q�F�H�U�W�D�L�Q�W�\���U�H�O�D�W�H�G���W�R���W�K�H���W�R�W�D�O���S�U�H�V�V�X�U�H���G�U�R�S���L�Q���W�K�H���U�L�V�H�U����∆𝑃௥௜௦௘௥����

�7�K�H���U�H�D�V�R�Q���I�R�U���W�K�H���O�L�P�L�W�H�G���Q�X�P�E�H�U���R�I�� �S�U�H�V�V�X�U�H���P�H�D�V�X�U�H�P�H�Q�W�V���L�V���W�K�D�W���X�V�X�D�O�O�\�� �R�Q�O�\�� �W�K�H�� �R�Y�H�U�D�O�O��
�S�U�H�V�V�X�U�H���G�U�R�S�V���L�Q���W�K�H���X�S�S�H�U���K�D�O�I���D�Q�G���O�R�Z�H�U���K�D�O�I���R�I���W�K�H���I�X�U�Q�D�F�H���D�U�H���X�V�H�G���D�V���F�R�Q�W�U�R�O���S�D�U�D�P�H�W�H�U�V���I�R�U��
�W�K�H���R�S�H�U�D�W�L�R�Q���R�I���W�K�H���E�R�L�O�H�U���D�Q�G���W�R���G�H�W�H�U�P�L�Q�H���W�K�H���F�K�D�U�J�L�Q�J���G�L�V�F�K�D�U�J�L�Q�J���R�I���W�K�H���E�H�G���P�D�W�H�U�L�D�O�����7�K�X�V����
�W�K�H���U�L�V�H�U���S�U�H�V�V�X�U�H���G�U�R�S���L�V���W�\�S�L�F�D�O�O�\���D�Q���R�S�H�U�D�W�L�R�Q�D�O���L�Q�S�X�W���W�R���P�R�G�H�O�V���R�I���&�)�%���E�R�L�O�H�U�V�����W�R�J�H�W�K�H�U���Z�L�W�K��
�W�K�H���D�L�U���I�H�H�G�L�Q�J�����2�W�K�H�U���J�L�Y�H�Q���L�Q�S�X�W�V���W�R���W�K�H���P�R�G�H�O�L�Q�J���D�U�H���W�K�H���J�H�R�P�H�W�U�\���R�I���W�K�H���X�Q�L�W���D�Q�G���W�K�H���G�H�Q�V�L�W�\��
�R�I���W�K�H���E�H�G���V�R�O�L�G�V�����7�K�H���S�D�U�W�L�F�O�H���V�L�]�H���G�L�V�W�U�L�E�X�W�L�R�Q���R�I���W�K�H���V�R�O�L�G�V���L�Q�Y�H�Q�W�R�U�\���F�R�Q�W�D�L�Q�H�G���L�Q���W�K�H���O�R�R�S���L�V��
�F�R�P�S�O�L�F�D�W�H�G���W�R���H�Y�D�O�X�D�W�H���G�X�H���W�R���W�K�H���V�R�O�L�G�V���D�W�W�U�L�W�L�R�Q���D�Q�G���W�K�H���V�L�]�H���V�H�J�U�H�J�D�W�L�R�Q���H�I�I�H�F�W�V���L�Q���W�K�H���I�O�X�L�G��
�G�\�Q�D�P�L�F�V�� �R�I�� �W�K�H�� �E�H�G�� �D�Q�G�� �L�Q�� �W�K�H�� �F�\�F�O�R�Q�H�� �V�H�S�D�U�D�W�L�R�Q�� �D�Q�G�� �E�R�W�W�R�P�� �E�H�G�� �G�L�V�F�K�D�U�J�H�V�� �>�����@���� �:�K�L�O�H��
�D�G�Y�D�Q�F�H�G���V�H�P�L���H�P�S�L�U�L�F�D�O���P�R�G�H�O�V���I�R�U���&�)�%���F�R�P�E�X�V�W�L�R�Q���L�Q�F�O�X�G�H���S�R�S�X�O�D�W�L�R�Q���E�D�O�D�Q�F�H�V���I�R�U���W�K�H���E�H�G��
�V�R�O�L�G�V�����W�R���V�R�O�Y�H���W�K�H���V�L�]�H���G�L�V�W�U�L�E�X�W�L�R�Q���R�I���W�K�H���V�R�O�L�G�V���L�Q�Y�H�Q�W�R�U�\���H�V�W�D�E�O�L�V�K�H�G���L�Q���W�K�H���X�Q�L�W�����P�D�Q�\���V�L�P�S�O�H�U��
�P�R�G�H�O�V���D�Q�G���&�)�'���V�L�P�X�O�D�W�L�R�Q�V���G�L�V�U�H�J�D�U�G���W�K�L�V���D�V�S�H�F�W���D�Q�G���D�V�V�X�P�H���W�K�D�W���W�K�H���V�R�O�L�G�V���L�Q�Y�H�Q�W�R�U�\���L�Q���W�K�H��
�X�Q�L�W���L�V���N�Q�R�Z�Q�����)�R�U���V�L�P�S�O�L�F�L�W�\���D�Q�G���I�R�F�X�V�����W�K�H���G�L�V�F�X�V�V�L�R�Q���L�Q���W�K�L�V���V�H�F�W�L�R�Q���D�V�V�X�P�H�V���W�K�D�W���V�R�O�L�G�V���V�L�]�H��
�L�V���D���N�Q�R�Z�Q���L�Q�S�X�W����

�)�L�J�X�U�H�������L�O�O�X�V�W�U�D�W�H�V���W�K�H���F�O�R�V�X�U�H���R�I���W�K�H���V�R�O�L�G�V���P�D�V�V���E�D�O�D�Q�F�H���L�Q���W�K�H���I�X�U�Q�D�F�H�����L���H�������W�K�H���G�H�W�H�U�P�L�Q�D�W�L�R�Q��
�R�I���W�K�H���Y�H�U�W�L�F�D�O���S�U�R�I�L�O�H���R�I���W�K�H���V�R�O�L�G�V���F�R�Q�F�H�Q�W�U�D�W�L�R�Q�����I�U�R�P���W�K�H���D�E�R�Y�H���J�L�Y�H�Q���L�Q�S�X�W�V���D�Q�G���H�[�S�U�H�V�V�L�R�Q�V����
�'�H�W�H�U�P�L�Q�D�W�L�R�Q�� �R�I�� �W�K�H�� �V�R�O�L�G�V�� �F�R�Q�F�H�Q�W�U�D�W�L�R�Q�� �S�U�R�I�L�O�H�� �>�(�T���� �������@�� �U�H�T�X�L�U�H�V�� �W�K�H�� �F�D�O�F�X�O�D�W�L�R�Q�� �R�I�� �I�L�Y�H��
�X�Q�N�Q�R�Z�Q�V����Hb, 𝐶௦,ு್

�� 𝐶௦,௘௡௧௥����a�����D�Q�G��K�����$�Q���D�G�G�L�W�L�R�Q�D�O���H�T�X�D�W�L�R�Q���I�R�U���V�\�V�W�H�P���F�O�R�V�X�U�H���L�V���S�U�R�Y�L�G�H�G��

�E�\�� �W�K�H�� �F�D�O�F�X�O�D�W�L�R�Q�� �R�I�� �W�K�H�� �U�L�V�H�U�� �S�U�H�V�V�X�U�H�� �G�U�R�S�� �I�U�R�P�� �W�K�H�� �V�S�D�W�L�D�O�� �L�Q�W�H�J�U�D�W�L�R�Q�� �R�I�� �W�K�H�� �V�R�O�L�G�V��
�F�R�Q�F�H�Q�W�U�D�W�L�R�Q�� �S�U�R�I�L�O�H�� �>�(�T���� �������@���� �$�V�V�X�P�L�Q�J�� �W�K�D�W��𝐶௦ = 𝜌௦൫1 − 𝜀௚൯�� �!�!��𝜌௚𝜀௚�� �>�V�H�H�� �(�T���� ���������@���� �W�K�H��
�I�R�O�O�R�Z�L�Q�J���H�[�S�U�H�V�V�L�R�Q���L�V���R�E�W�D�L�Q�H�G����

∆𝑃ோ௜௦௘௥ = 𝐶௦,ு್
𝑔𝐻௕ +

൫𝐶௦,ு್
−  𝐶௦,௘௡௧௥൯𝑔

𝑎
൫1 − 𝑒ି௔(ுିு್)൯ +

𝐶௦,௘௡௧௥𝑔

𝐾
൫1 − 𝑒ି௄(ுିு್)൯��

������������
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�$�V���V�F�K�H�P�D�W�L�]�H�G���L�Q���)�L�J�X�U�H���������(�T���������������L�V���W�\�S�L�F�D�O�O�\���X�V�H�G���W�R���F�D�O�F�X�O�D�W�H���W�K�H���G�H�Q�V�H���E�H�G���K�H�L�J�K�W�����7�K�X�V����
�I�R�X�U���S�D�U�D�P�H�W�H�U�V����𝐶௦,ு್

�� 𝐶௦,௘௡௧௥����a�����D�Q�G��K�� �Q�H�H�G���W�R���E�H���F�D�O�F�X�O�D�W�H�G���I�R�U���G�H�W�H�U�P�L�Q�D�W�L�R�Q���R�I���W�K�H���V�R�O�L�G�V��

�F�R�Q�F�H�Q�W�U�D�W�L�R�Q���S�U�R�I�L�O�H�����7�K�H���O�L�W�H�U�D�W�X�U�H���S�U�R�Y�L�G�H�V���H�[�S�U�H�V�V�L�R�Q�V�����P�R�V�W���R�I���W�K�H�P���S�X�U�H�O�\���H�P�S�L�U�L�F�D�O�����I�R�U��
�D�O�O���W�K�H�V�H���S�D�U�D�P�H�W�H�U�V�����Z�L�W�K���W�K�H���H�[�F�H�S�W�L�R�Q���R�I��𝐶௦,௘௡௧௥���>�����������������������������������@�����D�V���V�X�P�P�D�U�L�]�H�G���E�H�O�R�Z����

��

��

�)�L�J�X�U�H���������6�F�K�H�P�D�W�L�F���R�Y�H�U�Y�L�H�Z���R�I���W�K�H���V�\�V�W�H�P���I�R�U���S�U�H�G�L�F�W�L�Q�J���W�K�H���V�R�O�L�G�V���F�R�Q�F�H�Q�W�U�D�W�L�R�Q���S�U�R�I�L�O�H��

��

�7�K�H�� �V�R�O�L�G�V�� �F�R�Q�F�H�Q�W�U�D�W�L�R�Q�� �L�Q�� �W�K�H�� �G�H�Q�V�H�� �E�R�W�W�R�P�� �E�H�G�� �F�D�Q�� �E�H�� �D�S�S�U�R�[�L�P�D�W�H�G�� �W�K�U�R�X�J�K��
�L�Q�W�H�U�S�R�O�D�W�L�R�Q���H�[�W�U�D�S�R�O�D�W�L�R�Q�� �R�I�� �W�K�H�� �H�[�S�H�U�L�P�H�Q�W�D�O�� �G�D�W�D�� ���V�H�H�� �>�����@�� �I�R�U�� �W�K�H���P�H�D�V�X�U�H�G�� �Y�D�O�X�H�V�� �L�Q�� �W�K�H��
�E�R�W�W�R�P���E�H�G���R�I���W�K�H���������0�:�W�K���&�K�D�O�P�H�U�V���E�R�L�O�H�U���I�R�U���W�Z�R���G�L�I�I�H�U�H�Q�W���S�D�U�W�L�F�O�H���V�L�]�H�V�����R�U���F�D�O�F�X�O�D�W�H�G���E�\��
�P�H�D�Q�V���R�I���V�H�P�L���H�P�S�L�U�L�F�D�O���H�[�S�U�H�V�V�L�R�Q�V���E�D�V�H�G���R�Q���W�K�H���P�R�G�H�O�L�Q�J���R�I���W�K�H���J�D�V���I�O�R�Z���>�����@����

�7�K�H���H�[�S�R�Q�H�Q�W�L�D�O���F�R�H�I�I�L�F�L�H�Q�W����a�����Z�K�L�F�K���F�K�D�U�D�F�W�H�U�L�]�H�V���W�K�H���Y�H�U�W�L�F�D�O���G�H�F�D�\���R�I���W�K�H���V�R�O�L�G�V���F�R�Q�F�H�Q�W�U�D�W�L�R�Q��
�L�Q���W�K�H���V�S�O�D�V�K���]�R�Q�H�����Z�D�V���L�Q���O�D�E�R�U�D�W�R�U�\���V�F�D�O�H���&�)�%���X�Q�L�W�V���R�E�V�H�U�Y�H�G���E�\���.�X�Q�Q�L���D�Q�G���/�H�Y�H�Q�V�S�L�H�O���>�����@��
�W�R���I�R�O�O�R�Z���W�K�H���W�U�H�Q�G����

𝑎𝑢௚ ≈ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡�� �� �� �� �� ����������

�%�D�V�H�G���R�Q���W�K�H���G�D�W�D���I�U�R�P���U�X�Q�V���Z�L�W�K���W�K�U�H�H���G�L�I�I�H�U�H�Q�W���S�D�U�W�L�F�O�H���V�L�]�H�V���L�Q���W�K�H���&�K�D�O�P�H�U�V���������0�:�W�K���&�)�%��
�E�R�L�O�H�U�����-�R�K�Q�V�V�R�Q���D�Q�G���/�H�F�N�Q�H�U�����������������>�����@���K�D�Y�H���S�U�R�S�R�V�H�G������

𝑎 = 4
௨೟

௨೒
     �� �� �� �� �� �� ����������

�$�Q���H�P�S�L�U�L�F�D�O���F�R�U�U�H�O�D�W�L�R�Q���I�R�U���W�K�H���G�H�F�D�\���F�R�H�I�I�L�F�L�H�Q�W���L�Q���W�K�H���W�U�D�Q�V�S�R�U�W���]�R�Q�H����K�����G�H�V�F�U�L�E�L�Q�J���W�K�H���V�R�O�L�G�V��
�E�D�F�N���P�L�[�L�Q�J�� �W�R�� �W�K�H�� �Z�D�O�O�� �O�D�\�H�U�V�� �Z�D�V�� �S�U�R�S�R�V�H�G�� �E�\�� �-�R�K�Q�V�V�R�Q�� �D�Q�G�� �/�H�F�N�Q�H�U�� �>�����@�� �E�D�V�H�G�� �R�Q��
�P�H�D�V�X�U�H�P�H�Q�W�V���I�U�R�P���W�K�H���������0�:�W�K���&�K�D�O�P�H�U�V���E�R�L�O�H�U�����F�R�Y�H�U�L�Q�J���W�K�H���U�H�J�L�R�Q��ug-ut �”�������D�Q�G���W�K�U�H�H���O�D�U�J�H�U��
�X�Q�L�W�V�����F�R�Y�H�U�L�Q�J���W�K�H���U�H�J�L�R�Q��ug-ut �•������������

𝐾 =
଴.ଶଷ

௨೒ି௨೟
���� �� �� �� �� �� ����������

��

��
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�,�W���V�K�R�X�O�G���E�H���S�R�L�Q�W�H�G���R�X�W���W�K�D�W���W�K�H�U�H���Z�D�V���D���V�L�J�Q�L�I�L�F�D�Q�W���V�F�D�W�W�H�U���L�Q���W�K�H���G�D�W�D���D�Q�G���W�K�D�W���W�K�H���O�D�U�J�H�U���E�R�L�O�H�U�V��
�\�L�H�O�G�H�G�� �O�R�Z�H�U�� �Y�D�O�X�H�V�� �R�I��K�� �W�K�D�Q�� �G�L�G�� �W�K�H�� �&�K�D�O�P�H�U�V�� �E�R�L�O�H�U���� �7�K�L�V�� �L�V�� �L�Q�� �O�L�Q�H�� �Z�L�W�K�� �W�K�H�� �Z�R�U�N�� �R�I��
�-�R�K�D�Q�V�V�R�Q���H�W���D�O�����>�����@�����Z�K�L�F�K���F�R�Q�F�O�X�G�H�G���W�K�D�W���(�T���� �����������F�R�X�O�G���Q�R�W���J�H�Q�H�U�D�O�O�\���G�H�V�F�U�L�E�H���O�D�U�J�H���V�F�D�O�H��
�&�)�%�� �E�R�L�O�H�U�V�� �D�Q�G�� �L�Q�V�W�H�D�G�� �S�U�R�S�R�V�H�G�� �D�Q�� �H�[�S�U�H�V�V�L�R�Q�� �E�D�V�H�G�� �H�[�F�O�X�V�L�Y�H�O�\�� �R�Q�� �W�K�H�� �J�H�R�P�H�W�U�\�� �R�I�� �W�K�H��
�I�X�U�Q�D�F�H����

𝐾 =
ଵ

ு
�� �� �� �� �� �� ����������

�,�Q�� �V�X�P�P�D�U�\���� �F�D�O�F�X�O�D�W�L�R�Q�� �R�I�� �W�K�H�� �S�D�U�D�P�H�W�H�U�V�� �W�K�D�W�� �G�H�I�L�Q�H�� �W�K�H�� �V�R�O�L�G�V�� �I�O�R�Z�� �L�Q�� �O�D�U�J�H���V�F�D�O�H�� �&�)�%��
�I�X�U�Q�D�F�H�V���U�H�O�L�H�V���R�Q���H�P�S�L�U�L�F�D�O���F�R�U�U�H�O�D�W�L�R�Q�V���G�H�U�L�Y�H�G���I�U�R�P���O�L�P�L�W�H�G���V�H�W�V���R�I���P�H�D�V�X�U�H�G���G�D�W�D�����R�I�W�H�Q���X�Q�L�W��
�V�S�H�F�L�I�L�F�� �D�Q�G�� �V�R�P�H�W�L�P�H�V�� �Z�L�W�K�R�X�W�� �D�Q�\�� �U�H�V�H�P�E�O�D�Q�F�H�� �W�R�� �O�D�U�J�H���V�F�D�O�H�� �F�R�Q�G�L�W�L�R�Q�V������ �0�R�U�H�R�Y�H�U���� �W�K�H��
�V�R�O�L�G�V���H�Q�W�U�D�L�Q�P�H�Q�W���I�U�R�P���W�K�H���E�R�W�W�R�P���U�H�J�L�R�Q���K�D�V���Q�R�W���E�H�H�Q���L�Q�Y�H�V�W�L�J�D�W�H�G���I�R�U���F�R�Q�G�L�W�L�R�Q�V���U�H�O�H�Y�D�Q�W���W�R��
�O�D�U�J�H���V�F�D�O�H���&�)�%���E�R�L�O�H�U�V�����7�K�H�U�H�I�R�U�H�����H�[�S�U�H�V�V�L�R�Q�V���W�K�D�W���K�D�Y�H���D���P�R�U�H���V�R�O�L�G���W�K�H�R�U�H�W�L�F�D�O���E�D�V�L�V���D�Q�G���W�K�D�W��
�D�U�H���Y�D�O�L�G�D�W�H�G���I�R�U���D���Z�L�G�H���U�D�Q�J�H���R�I���V�L�]�H�V���D�Q�G���R�S�H�U�D�W�L�R�Q�D�O���F�R�Q�G�L�W�L�R�Q�V���D�U�H���Q�H�H�G�H�G���W�R���\�L�H�O�G���D���P�R�U�H��
�U�R�E�X�V�W���S�U�H�G�L�F�W�L�R�Q���R�I���W�K�H���V�R�O�L�G�V���I�O�R�Z����
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�������� �)�O�X�L�G���G�\�Q�D�P�L�F�D�O���V�F�D�O�L�Q�J��
�)�O�X�L�G���G�\�Q�D�P�L�F�D�O���V�F�D�O�L�Q�J�����Z�K�L�F�K���L�V���X�V�H�G���L�Q���P�D�Q�\���G�L�I�I�H�U�H�Q�W���D�S�S�O�L�F�D�W�L�R�Q�V�����I�D�F�L�O�L�W�D�W�H�V���V�W�X�G�L�H�V���R�I���W�K�H��
�I�O�X�L�G�� �G�\�Q�D�P�L�F�V�� �R�I�� �F�K�D�O�O�H�Q�J�L�Q�J�� �H�Q�Y�L�U�R�Q�P�H�Q�W�V�����H���J�������O�D�U�J�H���V�F�D�O�H���� �L�Q�G�X�V�W�U�L�D�O�� �H�Q�Y�L�U�R�Q�P�H�Q�W�V���� �K�L�J�K��
�W�H�P�S�H�U�D�W�X�U�H�� �F�R�Q�G�L�W�L�R�Q�V���� �L�Q�� �V�P�D�O�O�H�U���O�D�E�R�U�D�W�R�U�\���V�F�D�O�H�� �X�Q�L�W�V�� �R�S�H�U�D�W�H�G�� �X�Q�G�H�U���D�P�E�L�H�Q�W���F�R�Q�G�L�W�L�R�Q�V����
�Z�L�W�K�R�X�W���O�R�V�L�Q�J���W�K�H���T�X�D�Q�W�L�W�D�W�L�Y�H���U�H�O�H�Y�D�Q�F�H���R�I���W�K�H���P�H�D�V�X�U�H�G���G�D�W�D���� �)�O�X�L�G���G�\�Q�D�P�L�F�D�O���V�F�D�O�L�Q�J���D�O�V�R��
�D�O�O�R�Z�V���I�R�U���W�K�H���X�V�H���R�I���G�L�D�J�Q�R�V�W�L�F���W�H�F�K�Q�L�T�X�H�V���W�K�D�W���D�U�H���Q�R�W���V�X�L�W�D�E�O�H���I�R�U���K�D�U�V�K���H�Q�Y�L�U�R�Q�P�H�Q�W�V���� �,�W���L�V��
�E�D�V�H�G�� �R�Q�� �W�K�H�� �U�H�I�R�U�P�X�O�D�W�L�R�Q�� �R�I�� �F�R�Q�W�L�Q�X�L�W�\�� �D�Q�G�� �P�R�P�H�Q�W�X�P�� �E�D�O�D�Q�F�H�V�� �L�Q�W�R�� �W�K�H�L�U�� �G�L�P�H�Q�V�L�R�Q�O�H�V�V��
�I�R�U�P�V���D�Q�G�����W�K�H�U�H�I�U�R�P�����H�[�W�U�D�F�W�L�R�Q���R�I���W�K�H���G�L�P�H�Q�V�L�R�Q�O�H�V�V���S�D�U�D�P�H�W�H�U�V���W�K�D�W���Q�H�H�G���W�R���E�H���K�H�O�G���F�R�Q�V�W�D�Q�W��
�L�Q���R�U�G�H�U���W�R���P�D�L�Q�W�D�L�Q���W�K�H���V�L�P�L�O�D�U�L�W�\���E�H�W�Z�H�H�Q���W�K�H���U�H�I�H�U�H�Q�F�H���X�Q�L�W���D�Q�G���W�K�H���O�D�E�R�U�D�W�R�U�\���X�Q�L�W�����7�D�E�O�H������
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�������� �(�[�S�H�U�L�P�H�Q�W�D�O���V�H�W�X�S����
�,�Q���W�K�H���S�U�H�V�H�Q�W���Z�R�U�N�����W�Z�R���H�[�S�H�U�L�P�H�Q�W�D�O���X�Q�L�W�V���Z�H�U�H���X�V�H�G�����D���S�V�H�X�G�R�������G�L�P�H�Q�V�L�R�Q�D�O�����S�V�H�X�G�R�����'����
�X�Q�L�W�����D�Q�G���W�K�H���D�E�R�Y�H���P�H�Q�W�L�R�Q�H�G���F�R�O�G���I�O�R�Z���V�F�D�O�H���P�R�G�H�O���R�I���D���!���������0�:�W�K���&�)�%���E�R�L�O�H�U�����Z�K�L�F�K���Z�H�U�H��
�R�S�H�U�D�W�H�G�� �Z�L�W�K�� �D�Q�G�� �Z�L�W�K�R�X�W�� �V�F�D�O�H�G�� �E�H�G�� �P�D�W�H�U�L�D�O���� �7�D�E�O�H�� ���� �V�K�R�Z�V�� �W�K�H�� �P�D�L�Q�� �G�L�P�H�Q�V�L�R�Q�V�� �D�Q�G��
�R�S�H�U�D�W�L�R�Q�D�O���S�D�U�D�P�H�W�H�U�V���I�R�U���W�K�H���W�K�U�H�H���H�[�S�H�U�L�P�H�Q�W�D�O���V�H�W�X�S�V���X�V�H�G���L�Q���W�K�L�V���Z�R�U�N�����D�Q�G���W�K�H���S�D�S�H�U�V���W�R��
�Z�K�L�F�K���W�K�H�\���F�R�Q�W�U�L�E�X�W�H���G�D�W�D������

�7�K�H���R�Y�H�U�D�O�O���H�[�S�H�U�L�P�H�Q�W�D�O���V�H�W�X�S���L�V���V�L�P�L�O�D�U���I�R�U���D�O�O���W�K�H���F�D�V�H�V�����W�K�H���I�O�X�L�G�L�]�L�Q�J���D�L�U���L�V���I�H�G���E�\���W�Z�R���L�Q�O�H�W��
�I�D�Q�V���F�R�X�S�O�H�G���L�Q���V�H�U�L�H�V���D�Q�G���F�R�Q�W�U�R�O�O�H�G���Z�L�W�K���I�O�R�Z�P�H�W�H�U�V���D�Q�G���Y�D�O�Y�H�V���W�K�U�R�X�J�K���D���/�D�E�9�L�H�Z���L�Q�W�H�U�I�D�F�H����
�3�U�H�V�V�X�U�L�]�H�G���D�L�U���L�V���X�V�H�G���I�R�U���W�K�H���D�X�[�L�O�L�D�U�\�� �V�\�V�W�H�P�V�����V�X�F�K���D�V���W�K�R�V�H���F�R�Q�W�U�R�O�O�L�Q�J���I�O�X�L�G�L�]�D�W�L�R�Q���R�I���W�K�H��
�S�D�U�W�L�F�O�H�� �V�H�D�O�� �D�Q�G�� �S�X�U�J�L�Q�J�� �R�I�� �W�K�H�� �S�U�H�V�V�X�U�H�� �V�D�P�S�O�L�Q�J�� �O�L�Q�H�V���� �7�K�H�� �D�L�U�� �G�L�V�W�U�L�E�X�W�R�U�� �S�O�D�W�H�V�� �S�U�R�Y�L�G�H�� �D��
�S�U�H�V�V�X�U�H���G�U�R�S�����Z�K�L�F�K���L�V���F�K�R�V�H�Q���V�R���D�V���W�R���E�H���V�L�P�L�O�D�U���W�R���W�K�R�V�H���D�S�S�O�L�H�G���L�Q���L�Q�G�X�V�W�U�L�D�O���E�R�L�O�H�U�V�����7�K�L�V���L�V��
�Q�H�F�H�V�V�D�U�\���W�R���H�Q�V�X�U�H���W�K�H���V�D�P�H���E�R�W�W�R�P���E�H�G���U�H�J�L�P�H���>�����@���D�V���L�V���X�V�H�G���L�Q���L�Q�G�X�V�W�U�L�D�O���X�Q�L�W�V�����$���F�\�F�O�R�Q�H��
�V�H�S�D�U�D�W�H�V�� �W�K�H�� �H�[�W�H�U�Q�D�O�O�\�� �F�L�U�F�X�O�D�W�L�Q�J�� �S�D�U�W�L�F�O�H�V�� �I�U�R�P�� �W�K�H�� �D�L�U�� �I�O�R�Z���� �D�Q�G�� �D�� �S�D�U�W�L�F�O�H�� �V�H�D�O�� �H�Q�V�X�U�H�V��
�U�H�F�L�U�F�X�O�D�W�L�R�Q���R�I���W�K�H���V�R�O�L�G�V���L�Q�W�R���W�K�H���U�L�V�H�U���Z�L�W�K�R�X�W���D�Q�\���E�\�S�D�V�V���R�I���J�D�V���X�S���W�K�U�R�X�J�K���W�K�H���F�\�F�O�R�Q�H�����7�K�H��
�F�R�Q�F�H�Q�W�U�D�W�L�R�Q���R�I���V�R�O�L�G�V���L�Q���W�K�H���U�L�V�H�U���L�V���D�V�V�H�V�V�H�G���W�K�U�R�X�J�K���S�U�H�V�V�X�U�H���G�U�R�S���P�H�D�V�X�U�H�P�H�Q�W�V�����D�Q�G���W�K�H���U�D�W�H��
�R�I���V�R�O�L�G�V���F�L�U�F�X�O�D�W�L�R�Q���L�V���H�V�W�L�P�D�W�H�G���X�V�L�Q�J���D���E�X�W�W�H�U�I�O�\���Y�D�O�Y�H���Z�L�W�K���D�Q���L�Q���E�X�L�O�W���D�L�U���S�O�H�Q�X�P���W�K�D�W���L�V���S�O�D�F�H�G��
�L�Q���W�K�H���F�\�F�O�R�Q�H���O�H�J�����7�K�H���G�L�I�I�H�U�H�Q�W���V�R�O�L�G�V���X�V�H�G���L�Q���W�K�H���S�D�S�H�U�V���D�O�O���E�H�O�R�Q�J���W�R���*�H�O�G�D�U�W���*�U�R�X�S���%����
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�7�D�E�O�H���������(�[�S�H�U�L�P�H�Q�W�D�O���V�H�W�X�S�V���X�V�H�G���L�Q���W�K�L�V���Z�R�U�N�����8�S�V�F�D�O�H�G���Y�D�O�X�H�V���I�R�U���W�K�H���V�F�D�O�H�G���W�H�V�W�V���D�U�H���J�L�Y�H�Q���L�Q���L�W�D�O�L�F�V���L�Q��
�S�D�U�H�Q�W�K�H�V�H�V����

��

Pseudo-
2D unit 

Cold-3D unit  
���Q�R�Q���V�F�D�O�H�G���P�D�W�H�U�L�D�O����

Fluid-
dynamical 
scaled tests 

���V�F�D�O�H�G���P�D�W�H�U�L�D�O�� 

Papers I, 
IV 

Papers II, 
IV 

Paper IV 
Papers III, 

IV, V 

�&�U�R�V�V���V�H�F�W�L�R�Q�D�O��
�D�U�H�D�� D×W �P���� �������î���������� ���������
�� ���������
�� ���������
��

(75)*��

�+�H�L�J�K�W�� �+���P�� �������� �������� �������� ��������
(40)��

�3�D�U�W�L�F�O�H���G�L�D�P�H�W�H�U��dp ���P�� �������� �������� �������� ������
(195)��

�3�D�U�W�L�F�O�H���G�H�Q�V�L�W�\��ρs �N�J���P���� ������������ ������������ ������������ ����������
(2,480)��

�0�L�Q�L�P�X�P��
�I�O�X�L�G�L�]�D�W�L�R�Q��
�Y�H�O�R�F�L�W�\��

umf �P���V�� ������������ ������������ ������������ ��������������
(0.0162)��

�7�H�U�P�L�Q�D�O���Y�H�O�R�F�L�W�\��ut �P���V�� ���������� ���������� ���������� ����������
(1.01)��

�)�O�X�L�G�L�]�D�W�L�R�Q��
�Y�H�O�R�F�L�W�\��

u0 �P���V�� �>�������±�������@�� �>���±�������@�� �>�������±�������@���>���������±���������@��
([0.6–4.5])��

�5�L�V�H�U���S�U�H�V�V�X�U�H��
�G�U�R�S��

ΔPRiser �N�3�D�� �>�������±���������@�� �>���������±���������@�� ���>�������±�������@����
([3.2–8.4])��

�
���7�K�H���G�L�P�H�Q�V�L�R�Q�V���R�I���W�K�H���I�X�U�Q�D�F�H���Z�D�O�O�V���D�U�H���Q�R�W���G�L�V�F�O�R�V�H�G���I�R�U���U�H�D�V�R�Q�V���R�I���F�R�Q�I�L�G�H�Q�W�L�D�O�L�W�\����

��

������������ �3�V�H�X�G�R�������G�L�P�H�Q�V�L�R�Q�D�O���X�Q�L�W��

�)�L�J�X�U�H�������V�K�R�Z�V���W�K�H���E�R�W�W�R�P���S�D�U�W���R�I���W�K�H���S�V�H�X�G�R�����'���X�Q�L�W���Z�L�W�K���W�K�H���G�L�P�H�Q�V�L�R�Q�V�����'�î�:�î�+�����R�I���W�K�H��
�U�L�V�H�U���E�H�L�Q�J���������î���������î���������P�������I�R�U���I�X�U�W�K�H�U���G�H�W�D�L�O�V�����V�H�H���7�D�E�O�H�����������7�K�H���U�L�V�H�U���G�H�S�W�K���R�I�������������P���D�Q�G���W�K�H��
�E�H�G�� �P�D�W�H�U�L�D�O�� �X�V�H�G�� ���J�O�D�V�V�� �E�H�D�G�V���� �H�[�S�O�D�L�Q�� �Z�K�\�� �Q�R�� �Z�D�O�O�� �H�I�I�H�F�W�V�� �Z�H�U�H�� �R�E�V�H�U�Y�H�G�� �D�O�R�Q�J�� �W�K�H�� �Z�L�G�H��
�G�L�P�H�Q�V�L�R�Q�����L���H�������W�K�U�R�X�J�K���W�K�H���I�U�R�Q�W���V�L�G�H�����Z�K�L�F�K���L�V���P�D�G�H���R�I���3�H�U�V�S�H�[�����L�Q���W�K�H���E�R�W�W�R�P���S�D�U�W���R�I���W�K�H���U�L�V�H�U����
�,�Q���W�K�H���X�S�S�H�U���U�H�J�L�R�Q�����W�U�D�Q�V�S�R�U�W���]�R�Q�H������ �D���I�O�D�W���V�R�O�L�G�V���I�O�X�[���S�U�R�I�L�O�H���D�O�R�Q�J���W�K�L�V���Z�L�G�H���G�L�P�H�Q�V�L�R�Q���Z�D�V��
�R�E�V�H�U�Y�H�G���� �Z�K�H�U�H�D�V�� �W�K�H�� �Q�D�U�U�R�Z�� �G�L�P�H�Q�V�L�R�Q�� �Z�D�V�� �V�K�R�Z�Q�� �W�R�� �J�L�Y�H�� �D�� �S�D�U�D�E�R�O�L�F�� �V�R�O�L�G�V�� �I�O�X�[�� �S�U�R�I�L�O�H����
�V�L�P�L�O�D�U���W�R���W�K�R�V�H���V�H�H�Q���L�Q���V�P�D�O�O���D�Q�G���Q�D�U�U�R�Z���U�L�V�H�U�V���Z�L�W�K���D���F�L�U�F�X�O�D�U���F�U�R�V�V���V�H�F�W�L�R�Q���>�����@�����,�Q���V�X�P�P�D�U�\����
�W�K�H���X�Q�L�W���H�Q�D�E�O�H�V���Y�L�V�X�D�O�L�]�D�W�L�R�Q���R�I���W�K�H���T�X�D�O�L�W�D�W�L�Y�H���V�R�O�L�G�V���I�O�R�Z���H�V�W�D�E�O�L�V�K�H�G���L�Q���D���Y�H�U�W�L�F�D�O���V�O�L�F�H���R�I���D��
�&�)�%���E�R�L�O�H�U���D�Q�G���W�K�L�V�����W�K�H�U�H�I�R�U�H�����L�V���F�K�D�U�D�F�W�H�U�L�]�H�G���D�V���D��pseudo-2D �X�Q�L�W�����7�K�H���X�Q�L�W���D�O�V�R���K�D�V���V�X�I�I�L�F�L�H�Q�W��
�K�H�L�J�K�W���W�R���D�O�O�R�Z���I�R�U���D���I�X�O�O�\���G�H�Y�H�O�R�S�H�G���W�U�D�Q�V�S�R�U�W���]�R�Q�H�����7�K�H���������S�U�H�V�V�X�U�H���P�H�D�V�X�U�H�P�H�Q�W���S�R�L�Q�W�V���D�U�H��
�G�H�Q�V�H�O�\���V�S�D�F�H�G���L�Q���W�K�H���E�R�W�W�R�P���R�I���W�K�H���U�L�V�H�U�����Z�L�W�K���������W�D�S�V���O�R�F�D�W�H�G���Z�L�W�K�L�Q���W�K�H���I�L�U�V�W���P�H�W�H�U���D�E�R�Y�H���W�K�H��
�J�U�L�G����
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������������ �)�O�X�L�G���G�\�Q�D�P�L�F�D�O�O�\���G�R�Z�Q���V�F�D�O�H�G���X�Q�L�W��

�,�Q���W�K�H���S�U�H�V�H�Q�W���Z�R�U�N�����D���U�H�I�H�U�H�Q�F�H���!���������0�:�W�K���&�)�%���E�R�L�O�H�U���L�V���I�O�X�L�G���G�\�Q�D�P�L�F�D�O�O�\���G�R�Z�Q���V�F�D�O�H�G�����W�K�H��
�H�[�D�F�W���E�R�L�O�H�U���F�D�S�D�F�L�W�\���F�D�Q�Q�R�W���E�H���G�L�V�F�O�R�V�H�G���E�H�F�D�X�V�H���W�K�H���U�H�I�H�U�H�Q�F�H���E�R�L�O�H�U���L�V���D���F�R�P�P�H�U�F�L�D�O���E�R�L�O�H�U������
�7�K�H���U�H�I�H�U�H�Q�F�H���E�R�L�O�H�U���K�D�V���D���F�U�R�V�V���V�H�F�W�L�R�Q�D�O���D�U�H�D���R�I���������P�����D�Q�G���D���K�H�L�J�K�W���R�I���������P�����D�Q�G���L�V���R�S�H�U�D�W�H�G��
�D�W���������ƒ�&���Z�L�W�K���D���E�H�G���P�D�W�H�U�L�D�O���W�K�D�W���F�R�Q�V�L�V�W�V���S�U�L�P�D�U�L�O�\���R�I���P�D�N�H���X�S���P�D�W�H�U�L�D�O�����V�L�O�L�F�D���V�D�Q�G�������Z�L�W�K���D��
�P�H�D�Q���S�D�U�W�L�F�O�H���G�L�D�P�H�W�H�U���R�I�������������P���D�Q�G���D���G�H�Q�V�L�W�\���R�I���������������N�J���P������

�8�V�L�Q�J���*�O�L�F�N�V�P�D�Q�¶�V���I�X�O�O���V�H�W���R�I���V�F�D�O�L�Q�J���O�D�Z�V���>�(�T�������������@���D�Q�G���D�P�E�L�H�Q�W���D�L�U���D�V���W�K�H���I�O�X�L�G�L�]�D�W�L�R�Q���P�H�G�L�X�P��
�L�Q���W�K�H���F�R�O�G���V�F�D�O�H���P�R�G�H�O�����W�K�H���U�H�V�X�O�W�L�Q�J���V�F�D�O�L�Q�J���I�D�F�W�R�U���L�V��L*� ����������� �������������7�K�L�V���Z�R�X�O�G���U�H�V�X�O�W���L�Q���W�K�H��
�F�R�O�G���V�F�D�O�H�� �P�R�G�H�O�� �K�D�Y�L�Q�J�� �D�� �K�H�L�J�K�W�� �R�I�� �������� �P�� �D�Q�G�� �D�� �F�U�R�V�V���V�H�F�W�L�R�Q�D�O�� �D�U�H�D�� �R�I�� �������� �P������ �U�H�T�X�L�U�L�Q�J�� �D��
�F�H�L�O�L�Q�J�� �K�H�L�J�K�W�� �D�Q�G�� �D�L�U�� �I�H�H�G�L�Q�J�� �F�D�S�D�F�L�W�\�� �E�H�\�R�Q�G�� �Z�K�D�W�� �Z�R�X�O�G�� �E�H�� �H�F�R�Q�R�P�L�F�D�O�O�\�� �I�H�D�V�L�E�O�H�� �I�R�U�� �W�K�H��
�O�D�E�R�U�D�W�R�U�\���I�D�F�L�O�L�W�L�H�V���X�V�H�G���L�Q���W�K�L�V���Z�R�U�N�����7�K�L�V���F�D�V�H���L�V���P�D�U�N�H�G���L�Q���J�U�D�\���L�Q���7�D�E�O�H���������D�Q�G���Z�R�X�O�G���K�D�Y�H��
�E�H�H�Q�� �W�K�H�� �R�S�W�L�P�D�O�� �V�F�D�O�L�Q�J�� �V�F�H�Q�D�U�L�R���� �,�Q�V�W�H�D�G���� �W�K�H�� �V�L�P�S�O�L�I�L�H�G�� �V�F�D�O�L�Q�J�� �O�D�Z�V�� ��cf. �7�D�E�O�H�� ������ �Z�H�U�H��
�D�S�S�O�L�H�G�����Z�K�L�F�K���J�D�Y�H���W�K�H���Y�D�O�X�H�V���R�I���W�K�H���G�L�P�H�Q�V�L�R�Q�O�H�V�V���J�U�R�X�S�V���O�L�V�W�H�G���L�Q���W�K�H���O�D�V�W���F�R�O�X�P�Q���R�I���7�D�E�O�H��������
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�7�D�E�O�H���������)�O�X�L�G���G�\�Q�D�P�L�F�D�O���V�F�D�O�L�Q�J���G�L�V�F�X�V�V�H�G���L�Q���W�K�L�V���Z�R�U�N���D�S�S�O�L�H�G���W�R���W�K�H���!���������0�:�W�K���U�H�I�H�U�H�Q�F�H���&�)�%���E�R�L�O�H�U������
�8�S���V�F�D�O�H�G���Y�D�O�X�H�V���I�R�U���W�K�H���F�R�U�U�H�V�S�R�Q�G�L�Q�J���E�R�L�O�H�U���D�U�H���J�L�Y�H�Q���L�Q���L�W�D�O�L�F�V���L�Q���S�D�U�H�Q�W�K�H�V�H�V����

��

Reference 
Boiler 

Glicksman’s  
full set 

(not applied in this 
work) 

Glicksman’s  
simplified set 

(applied in Papers 
ІІІ, IV, V) 

�&�U�R�V�V���V�H�F�W�L�R�Q�D�O���D�U�H�D��D×W �P���� ������ ��������
(75) 

������������
(75) 

�+�H�L�J�K�W�� H �P�� ������ ��������
(40) 

��������
(40) 

�*�D�V���G�H�Q�V�L�W�\��ρg �N�J���P���� ���������� ��������
(0.33) 

��������
(0.33) 

�*�D�V���Y�L�V�F�R�V�L�W�\��μg �3�D�V�� �������
���������� �������
������������
(4.3*10-5) 

�������
������������
(23*10-5)��

�3�D�U�W�L�F�O�H���G�L�D�P�H�W�H�U��dp ���P�� �������� ������
(190) 

������
(194) 

�3�D�U�W�L�F�O�H���G�H�Q�V�L�W�\��ρs �N�J���P���� ������������ ������������
(2,600) 

������������
(2,468) 

�0�L�Q�L�P�X�P��
�I�O�X�L�G�L�]�D�W�L�R�Q���Y�H�O�R�F�L�W�\��umf �P���V�� �������������� ����������������

(0.0155) 
����������������
(0.0155)��

�7�H�U�P�L�Q�D�O���Y�H�O�R�F�L�W�\��ut �P���V�� ���������� ����������
(0.96) 

����������
(1.01) 

�'�L�P�H�Q�V�L�R�Q�D�O���V�F�D�O�L�Q�J���I�D�F�W�R�U�V����

�/�H�Q�J�W�K��
��

���������� ������������

�7�L�P�H��
��

���������� ����������

�0�D�V�V��
��

�������������� ��������������

��

�$�S�S�O�\�L�Q�J���*�O�L�F�N�V�P�D�Q�¶�V���V�L�P�S�O�L�I�L�H�G���V�H�W���R�I���V�F�D�O�L�Q�J���O�D�Z�V�����D���V�F�D�O�H���P�R�G�H�O���W�K�D�W���R�S�H�U�D�W�H�V���Z�L�W�K���D�P�E�L�H�Q�W��
�D�L�U�� �F�D�Q�� �E�H�� �G�H�V�L�J�Q�H�G�� �W�K�D�W�� �R�I�I�H�U�V�� �D�� �V�R�P�H�Z�K�D�W�� �D�G�M�X�V�W�D�E�O�H�� �V�F�D�O�L�Q�J�� ���V�H�H�� �6�H�F�W�L�R�Q������������ �W�K�U�R�X�J�K�� �W�K�H��
�F�K�R�L�F�H���R�I���V�R�O�L�G�V�����$���J�R�R�G���F�R�P�S�U�R�P�L�V�H���Z�D�V���D�G�M�X�G�J�H�G���W�R���E�H���D���O�H�Q�J�W�K���V�F�D�O�H���I�D�F�W�R�U���R�I���������������Z�K�L�F�K��
�U�H�T�X�L�U�H�V���V�R�O�L�G�V���W�K�D�W���\�L�H�O�G���D���P�L�Q�L�P�X�P���I�O�X�L�G�L�]�D�W�L�R�Q���Y�H�O�R�F�L�W�\���R�I�����������������P���V���>�(�T�������������@���L�Q���W�K�H���F�R�O�G��
�V�F�D�O�H���P�R�G�H�O�����7�K�H���R�S�W�L�P�D�O���V�R�O�L�G�V���G�H�Q�V�L�W�\�����������������N�J���P�������L�V���J�L�Y�H�Q���E�\���W�K�H���G�H�Q�V�L�W�\���U�D�W�L�R�����D�O�W�K�R�X�J�K��
�P�D�W�H�U�L�D�O�V���Z�L�W�K���W�K�L�V���G�H�Q�V�L�W�\���S�U�H�V�H�Q�W���V�X�E�V�W�D�Q�W�L�D�O���F�K�D�O�O�H�Q�J�H�V���L�Q���W�K�D�W���W�K�H�\���F�D�Q���E�H���K�D�]�D�U�G�R�X�V���P�D�W�H�U�L�D�O�V��
���O�H�D�G���P�L�[�W�X�U�H�V�������K�D�]�D�U�G�R�X�V���G�X�H���W�R���W�K�H���I�L�Q�H���V�L�]�H�V���U�H�T�X�L�U�H�G���������±���������P�������U�D�G�L�R�D�F�W�L�Y�H�����S�R�O�R�Q�L�X�P�����R�U��
�Y�H�U�\���H�[�S�H�Q�V�L�Y�H�����J�R�O�G�����V�L�O�Y�H�U��������
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�$�V�� �D�� �F�R�Q�V�H�T�X�H�Q�F�H���� �F�R�S�S�H�U�� �������������� �N�J���P������ �Z�D�V�� �F�K�R�V�H�Q�� �D�V�� �W�K�H�� �E�H�G�� �P�D�W�H�U�L�D�O�� �I�R�U�� �W�K�H�� �F�R�O�G���V�F�D�O�H��
�P�R�G�H�O���� �:�L�W�K�� �W�K�H�� �V�R�O�L�G�V�� �G�H�Q�V�L�W�\�� �I�L�[�H�G���� �W�K�H�� �V�R�O�L�G�V�� �V�L�]�H�� �L�V�� �W�K�H�� �S�D�U�D�P�H�W�H�U�� �W�K�U�R�X�J�K�� �Z�K�L�F�K�� �W�K�H��
�P�L�Q�L�P�X�P�� �I�O�X�L�G�L�]�D�W�L�R�Q�� �Y�H�O�R�F�L�W�\�� ���D�Q�G���� �W�K�H�U�H�E�\���� �W�K�H�� �O�H�Q�J�W�K�� �V�F�D�O�H�� �I�D�F�W�R�U���� �F�D�Q�� �E�H�� �D�G�M�X�V�W�H�G���� �7�K�H��
�G�H�V�L�J�Q���Y�D�O�X�H�V���I�R�U���W�K�H���F�R�O�G���V�F�D�O�H���P�R�G�H�O����L*� ��������� �������������D�Q�G�����W�K�H�U�H�E�\����umf� ���������������P���V�����F�R�X�O�G���E�H��
�D�W�W�D�L�Q�H�G���Z�L�W�K���D���S�D�U�W�L�F�O�H���G�L�D�P�H�W�H�U���R�I�����������P�����Z�K�L�F�K���D�V�V�L�J�Q�V���W�K�H���S�D�U�W�L�F�O�H�V���W�R���W�K�H���*�H�O�G�D�U�W���*�U�R�X�S���%��
�V�R�O�L�G�V�����:�L�W�K���W�K�L�V�����D���F�R�O�G���V�F�D�O�H���P�R�G�H�O���U�H�V�H�P�E�O�L�Q�J���W�K�H���U�H�I�H�U�H�Q�F�H���E�R�L�O�H�U���Z�L�W�K���D���V�F�D�O�H���I�D�F�W�R�U���R�I������������
�Z�D�V�� �G�H�V�L�J�Q�H�G�� �D�Q�G�� �E�X�L�O�W�� �D�F�F�R�U�G�L�Q�J�� �W�R�� �*�O�L�F�N�V�P�D�Q�¶�V�� �V�L�P�S�O�L�I�L�H�G�� �V�H�W�� �R�I�� �V�F�D�O�L�Q�J�� �O�D�Z�V���� �X�V�L�Q�J�� �W�K�H��
�V�F�D�O�L�Q�J�� �S�D�U�D�P�H�W�H�U�V�� �O�L�V�W�H�G�� �L�Q�� �7�D�E�O�H�� ������ �)�R�U�� �W�K�H�� �V�F�D�O�H�� �P�R�G�H�O�� �X�V�H�G���� �W�K�H�� �F�R�U�U�H�V�S�R�Q�G�L�Q�J�� �X�S���V�F�D�O�H�G��
�Y�D�O�X�H�V�� �D�U�H�� �J�L�Y�H�Q�� �L�Q�� �S�D�U�H�Q�W�K�H�V�H�V�� �L�Q�� �W�K�H�� �7�D�E�O�H�� ������ �L�Q�G�L�F�D�W�L�Q�J�� �W�K�H�� �H�U�U�R�U�� �L�Q�F�X�U�U�H�G�� �Z�K�H�Q�� �W�K�H�� �H�[�D�F�W��
�Y�D�O�X�H�V�� �G�H�U�L�Y�H�G�� �I�U�R�P�� �W�K�H�� �V�F�D�O�L�Q�J�� �O�D�Z�V�� �F�D�Q�Q�R�W���E�H�� �D�S�S�O�L�H�G�� �L�Q�� �S�U�D�F�W�L�F�H���� �)�R�U�� �H�[�D�P�S�O�H���� �W�K�H�� �F�R�S�S�H�U��
�V�R�O�L�G�V���H�P�S�O�R�\�H�G���D�U�H���O�L�J�K�W�H�U���W�K�D�Q���W�K�H���V�S�H�F�L�I�L�F�D�W�L�R�Q�����D�Q�G���W�K�H�\���V�F�D�O�H���X�S���W�R���D���Y�D�O�X�H���R�I���������������N�J���P����
�U�D�W�K�H�U���W�K�D�Q���W�K�H���G�H�Q�V�L�W�\���R�I���W�K�H���P�D�W�H�U�L�D�O���L�Q���W�K�H���U�H�I�H�U�H�Q�F�H���E�R�L�O�H�U�����������������N�J���P����������

�7�K�H���F�R�O�G���V�F�D�O�H���P�R�G�H�O���D�Q�G���D�V�V�R�F�L�D�W�H�G���L�Q�V�W�U�X�P�H�Q�W�D�W�L�R�Q���X�V�H�G���L�Q���W�K�L�V���Z�R�U�N���D�U�H���G�H�S�L�F�W�H�G���L�Q���)�L�J�X�U�H������
�D�Q�G���L�Q���D�����'���G�H�S�L�F�W�L�R�Q���R�I���W�K�H���F�R�O�G���V�F�D�O�H���P�R�G�H�O���L�Q���)�L�J�X�U�H���������)�R�U���W�K�L�V���V�H�W�X�S�����D���V�X�F�W�L�R�Q���I�D�Q���D�Q�G���D��
�I�L�O�W�H�U�� �Z�H�U�H�� �L�Q�V�W�D�O�O�H�G�� �G�R�Z�Q�V�W�U�H�D�P���� �W�R�� �H�Q�V�X�U�H�� �W�K�D�W�� �W�K�H�� �E�H�G�� �S�U�H�V�V�X�U�H�� �Z�D�V�� �P�D�L�Q�W�D�L�Q�H�G�� �E�H�O�R�Z��
�D�W�P�R�V�S�K�H�U�L�F���S�U�H�V�V�X�U�H�����W�K�X�V���D�Y�R�L�G�L�Q�J���S�R�W�H�Q�W�L�D�O���O�H�D�N�D�J�H���R�I���W�K�H���E�H�G���P�D�W�H�U�L�D�O�����D�Q�G���W�R���D�O�O�R�Z���F�R�Q�W�U�R�O��
�R�I���W�K�H���D�W�P�R�V�S�K�H�U�L�F���S�U�H�V�V�X�U�H���K�H�L�J�K�W���L�Q���W�K�H���U�L�V�H�U�����L�Q���D���P�D�Q�Q�H�U���V�L�P�L�O�D�U���W�R���W�K�D�W���L�Q���F�R�P�P�H�U�F�L�D�O���&�)�%��
�E�R�L�O�H�U�V������
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�L�Q���V�W�U�R�Q�J���F�R�Q�W�U�D�V�W���W�R���W�K�H���S�U�H�V�V�X�U�H���G�D�W�D���F�R�O�O�H�F�W�L�R�Q���V�\�V�W�H�P�V���X�V�H�G���L�Q���F�R�P�P�H�U�F�L�D�O���E�R�L�O�H�U�V�����L�Q���Z�K�L�F�K��
�R�Q�O�\�� �D���I�H�Z�����W�\�S�L�F�D�O�O�\���� ���±������ �W�U�D�Q�V�G�X�F�H�U�V���D�U�H���S�O�D�F�H�G���L�Q���W�K�H���U�L�V�H�U���� �\�L�H�O�G�L�Q�J���D���P�X�F�K���O�R�Z�H�U���V�S�D�W�L�D�O��
�U�H�V�R�O�X�W�L�R�Q�� �R�I�� �W�K�H�� �V�R�O�L�G�V�� �F�R�Q�F�H�Q�W�U�D�W�L�R�Q�� �S�U�R�I�L�O�H���� �$�Q�� �H�Y�H�Q�� �K�L�J�K�H�U�� �V�S�D�W�L�D�O�� �U�H�V�R�O�X�W�L�R�Q�� �Z�R�X�O�G�� �E�H��
�G�H�V�L�U�D�E�O�H���L�Q���W�K�H���O�R�Z�H�U���S�D�U�W���R�I�� �W�K�H���U�L�V�H�U�� �R�I���W�K�H���F�R�O�G���V�F�D�O�H���P�R�G�H�O���� �+�R�Z�H�Y�H�U���� �G�X�H���W�R���V�F�D�O�L�Q�J���� �W�K�H��
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 �8�Q�F�H�U�W�D�L�Q�� �S�U�H�V�H�Q�F�H�� �R�I�� �D�� �G�H�Q�V�H�� �E�H�G���� �$�O�W�K�R�X�J�K�� �D�� �O�L�Q�H�D�U�� �S�U�H�V�V�X�U�H�� �G�H�F�U�H�D�V�H�� �L�V�� �Q�R�W��
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�&�D�W�H�J�R�U�\��
�'�H�Q�V�H��
�E�H�G��

�S�U�H�V�H�Q�W�"��
Symbol 

Criterion 1:��
�/�L�Q�H�D�U���S�U�H�V�V�X�U�H���G�U�R�S��
�D�F�U�R�V�V���W�K�U�H�H���O�R�Z�H�V�W��

�E�R�W�W�R�P���P�H�D�V�X�U�H�P�H�Q�W�V 

Criterion 2:��
�E�X�E�E�O�H���I�U�D�F�W�L�R�Q��

�������� 

������ �\�H�V�� �� �)�L�O�O�H�G�� �\�H�V�� �\�H�V��
������ �X�Q�F�O�H�D�U�� �� �+�D�O�I���I�L�O�O�H�G�� �Q�R�� �\�H�V��
������ �Q�R�� �� �1�R�W���I�L�O�O�H�G�� �Q�R�� �Q�R��
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�7�K�H���H�[�W�H�U�Q�D�O���V�R�O�L�G�V���F�L�U�F�X�O�D�W�L�R�Q���L�V���P�H�D�V�X�U�H�G���Z�L�W�K���D���E�X�W�W�H�U�I�O�\���Y�D�O�Y�H�����)�L�J�X�U�H�������������2�Q�F�H���W�K�L�V���Y�D�O�Y�H��
�L�V�� �F�O�R�V�H�G���� �L�W�� �I�O�X�L�G�L�]�H�V�� �W�K�H�� �P�D�W�H�U�L�D�O�� �D�F�F�X�P�X�O�D�W�L�Q�J�� �D�E�R�Y�H�� �L�W�� �L�Q�� �W�K�H�� �G�R�Z�Q�F�R�P�H�U���� �7�K�H�� �U�D�W�H�� �R�I��
�F�L�U�F�X�O�D�W�L�R�Q���R�I���V�R�O�L�G�V���L�V���F�D�O�F�X�O�D�W�H�G���I�U�R�P���W�K�H���U�D�W�H���R�I���W�K�H���S�U�H�V�V�X�U�H���L�Q�F�U�H�D�V�H�����D�V���L�O�O�X�V�W�U�D�W�H�G���L�Q���)�L�J�X�U�H��
��������
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�)�L�J�X�U�H�����������0�H�D�V�X�U�H�P�H�Q�W���R�I���W�K�H���H�[�W�H�U�Q�D�O���V�R�O�L�G�V���F�L�U�F�X�O�D�W�L�R�Q�����D�����6�F�K�H�P�D�W�L�F���V�K�R�Z�L�Q�J���W�K�H���I�X�Q�F�W�L�R�Q�D�O�L�W�\���R�I���W�K�H���E�X�W�W�H�U�I�O�\��
�Y�D�O�Y�H���L�Q���W�K�H���G�R�Z�Q�F�R�P�H�U�����E�����7�U�D�Q�V�L�H�Q�W���S�U�H�V�V�X�U�H���L�Q�F�U�H�D�V�H���D�Q�G���F�R�U�U�H�V�S�R�Q�G�L�Q�J���V�R�O�L�G�V���F�L�U�F�X�O�D�W�L�R�Q�����6�R�X�U�F�H�����3�D�S�H�U���1�1�1����

��

�7�R���P�D�[�L�P�L�]�H���W�K�H���Y�D�O�L�G�L�W�\���U�D�Q�J�H���R�I���W�K�H���I�L�Q�G�L�Q�J�V���D�Q�G���S�U�R�S�R�V�H�G���H�[�S�U�H�V�V�L�R�Q�V�����W�K�L�V���Z�R�U�N���P�D�N�H�V���X�V�H��
�R�I�� �D�O�O�� �W�K�H�� �G�D�W�D�� �I�U�R�P�� �O�D�U�J�H���V�F�D�O�H�� �&�)�%�� �E�R�L�O�H�U�V�� �D�Y�D�L�O�D�E�O�H�� �L�Q�� �W�K�H�� �O�L�W�H�U�D�W�X�U�H�� ���W�R�� �W�K�H�� �E�H�V�W�� �R�I�� �W�K�H��
�N�Q�R�Z�O�H�G�J�H���R�I���W�K�H���D�X�W�K�R�U�������,�Q�I�R�U�P�D�W�L�R�Q���I�U�R�P���W�K�H���������X�Q�L�W�V���F�R�Q�V�L�G�H�U�H�G���D�Q�G���W�K�H���F�D�V�H�V���U�H�S�R�U�W�H�G���L�V��
�J�L�Y�H�Q���L�Q���7�D�E�O�H��������

�7�D�E�O�H���������*�D�W�K�H�U�H�G���G�D�W�D���I�U�R�P���W�K�H���O�L�W�H�U�D�W�X�U�H���X�V�H�G���L�Q���W�K�L�V���Z�R�U�N���>�����������������������������������@�����W�R�J�H�W�K�H�U���Z�L�W�K���W�K�H�L�U���S�O�R�W�W�L�Q�J��
�P�D�U�N�H�U�V�����1�X�P�E�H�U�V���L�Q�G�L�F�D�W�H�G���L�Q���U�H�G���D�U�H���D�S�S�U�R�[�L�P�D�W�H�G���Y�D�O�X�H�V�����6�R�X�U�F�H�����3�D�S�H�U���9����
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�(�[�S�H�U�L�P�H�Q�W�D�O���G�D�W�D���J�D�W�K�H�U�H�G���I�U�R�P���W�K�H���O�L�W�H�U�D�W�X�U�H���R�Q���F�R�P�P�H�U�F�L�D�O���V�F�D�O�H���&�)�%���E�R�L�O�H�U�V���D�U�H���J�L�Y�H�Q���L�Q��
�W�K�H���I�R�U�P���R�I�� �Y�H�U�W�L�F�D�O���S�U�R�I�L�O�H�V�� �R�I�� �H�L�W�K�H�U���S�U�H�V�V�X�U�H���R�U���V�R�O�L�G�V���F�R�Q�F�H�Q�W�U�D�W�L�R�Q���� �&�D�O�F�X�O�D�W�L�Q�J���W�K�H���G�H�F�D�\��
�F�R�H�I�I�L�F�L�H�Q�W���R�I���W�K�H���W�U�D�Q�V�S�R�U�W���]�R�Q�H����K�����D�Q�G���W�K�H���H�Q�W�U�D�L�Q�H�G���V�R�O�L�G�V���F�R�Q�F�H�Q�W�U�D�W�L�R�Q����Cs,entr�����I�U�R�P���W�K�H�V�H��
�G�D�W�D�� �L�V�� �R�I�W�H�Q�� �F�K�D�O�O�H�Q�J�L�Q�J�� �J�L�Y�H�Q�� �W�K�H�� �O�L�P�L�W�H�G�� �Q�X�P�E�H�U�� �R�I�� �S�U�H�V�V�X�U�H�� �W�D�S�V�� �D�Y�D�L�O�D�E�O�H�� �L�Q�� �F�R�P�P�H�U�F�L�D�O��
�&�)�%���E�R�L�O�H�U�V���D�Q�G���W�K�H���Q�H�H�G���W�R���V�H�O�H�F�W���W�K�R�V�H���G�D�W�D���S�R�L�Q�W�V���W�K�D�W���E�H�O�R�Q�J���W�R���W�K�H���W�U�D�Q�V�S�R�U�W���]�R�Q�H�����D�Q�G���Q�R�W��
�D�I�I�H�F�W�H�G���E�\���W�R�S���D�Q�G���H�[�L�W���I�X�U�Q�D�F�H���F�R�Q�I�L�J�X�U�D�W�L�R�Q�������)�R�U���D�Q���H�[�D�P�S�O�H���R�I���W�K�L�V���V�H�H���)�L�J�X�U�H�����������Z�K�H�U�H���W�K�H��
�F�R�Q�V�L�G�H�U�D�W�L�R�Q�� �R�I�� �G�L�I�I�H�U�H�Q�W�� �V�H�W�V�� �R�I�� �G�D�W�D���S�R�L�Q�W�V�� �\�L�H�O�G�V�� �V�W�U�R�Q�J�O�\�� �G�L�I�I�H�U�L�Q�J�� �Y�D�O�X�H�V�� �I�R�U�� �W�K�H�� �G�H�F�D�\��
�F�R�H�I�I�L�F�L�H�Q�W����

�7�K�L�V���Z�R�U�N���W�D�N�H�V���W�K�H���D�Y�H�U�D�J�H���Y�D�O�X�H���I�R�U���W�K�H���F�D�O�F�X�O�D�W�L�R�Q�V�����+�R�Z�H�Y�H�U�����L�W���F�R�Q�V�L�G�H�U�V���W�K�H���P�D�[�L�P�X�P���D�Q�G��
�P�L�Q�L�P�X�P���Y�D�O�X�H�V���R�E�W�D�L�Q�H�G�����V�R���D�V���W�R���J�D�X�J�H���W�K�H���O�H�Y�H�O���R�I���X�Q�F�H�U�W�D�L�Q�W�\���L�Q���W�K�H���H�Y�D�O�X�D�W�L�R�Q�����2�E�Y�L�R�X�V�O�\����
�D�� �K�L�J�K�H�U�� �V�S�D�W�L�D�O�� �U�H�V�R�O�X�W�L�R�Q�� �R�I�� �W�K�H�� �X�S�S�H�U�� �S�D�U�W�� �R�I�� �W�K�H�� �I�X�U�Q�D�F�H�� �U�H�V�X�O�W�V�� �L�Q�� �D�� �V�P�D�O�O�H�U�� �G�H�J�U�H�H�� �R�I��
�X�Q�F�H�U�W�D�L�Q�W�\���L�Q���W�K�H���F�D�O�F�X�O�D�W�L�R�Q���R�I���W�K�H���G�H�F�D�\���F�R�H�I�I�L�F�L�H�Q�W����
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�)�L�J�X�U�H�����������(�[�S�H�U�L�P�H�Q�W�D�O���V�R�O�L�G�V���F�R�Q�F�H�Q�W�U�D�W�L�R�Q���G�D�W�D���I�U�R�P���W�K�H���*�D�U�G�D�Q�Q�H�����������0�:�H���&�)�%���X�Q�L�W���>�����@�����7�K�H���E�U�D�F�N�H�W�V��
�L�O�O�X�V�W�U�D�W�H���K�R�Z���G�L�I�I�H�U�H�Q�W���G�D�W�D�V�H�W�V���L�Q�I�O�X�H�Q�F�H���W�K�H���Y�D�O�X�H�V���R�I���W�K�H���S�D�U�D�P�H�W�H�U�V���H�[�W�U�D�F�W�H�G�����&�R�P�S�L�O�H�G���I�U�R�P���3�D�S�H�U���9����
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�&�+�$�3�7�(�5������

�0�R�G�H�O�L�Q�J��

�7�K�L�V�� �Z�R�U�N�� �D�G�R�S�W�V�� �V�H�Y�H�U�D�O�� �P�R�G�H�O�L�Q�J�� �D�S�S�U�R�D�F�K�H�V���� �H�D�F�K�� �S�U�R�Y�L�G�L�Q�J�� �G�L�I�I�H�U�H�Q�W�� �Y�D�O�X�H�� �I�R�U�� �W�K�H��
�L�Q�Y�H�V�W�L�J�D�W�L�R�Q�V���� �%�H�O�R�Z���� �V�K�R�U�W���G�H�V�F�U�L�S�W�L�R�Q�V�� �D�U�H���J�L�Y�H�Q���R�I�� �W�K�H���W�\�S�H�V���R�I�� �P�R�G�H�O�V�� �H�P�S�O�R�\�H�G�� �D�Q�G���W�K�H��
�J�R�D�O�V���D�V�V�R�F�L�D�W�H�G���Z�L�W�K���W�K�H�L�U���X�V�H������

�������� �0�R�Q�W�H���&�D�U�O�R���P�R�G�H�O�L�Q�J���R�I���W�U�D�M�H�F�W�R�U�L�H�V���R�I���V�R�O�L�G�V���F�O�X�V�W�H�U�V��
�$�V�� �D���P�H�W�K�R�G���� �0�R�Q�W�H���&�D�U�O�R�� �P�R�G�H�O�L�Q�J�� �L�V�� �E�D�V�H�G�� �R�Q�� �W�K�H�� �V�L�P�X�O�D�W�L�R�Q�� �R�I�� �D���Q�X�P�E�H�U�� �R�I�� �H�Y�H�Q�W�V���� �L�Q�� �D��
�V�\�V�W�H�P�� �W�K�D�W�� �L�V�� �J�R�Y�H�U�Q�H�G�� �E�\�� �S�D�U�D�P�H�W�H�U�V�� �W�K�D�W�� �D�U�H�� �G�H�V�F�U�L�E�H�G�� �E�\�� �D�� �S�U�R�E�D�E�L�O�L�W�\�� �G�L�V�W�U�L�E�X�W�L�R�Q���� �7�K�H��
�U�H�V�X�O�W�V���F�D�Q���W�K�H�Q���E�H���X�V�H�G���W�R���J�H�Q�H�U�D�W�H���D���V�W�D�W�L�V�W�L�F�D�O�O�\���U�R�E�X�V�W���V�R�O�X�W�L�R�Q�����Z�L�W�K�R�X�W���W�K�H���Q�H�H�G���I�R�U���D���V�R�O�Y�H�U����

�,�Q���W�K�L�V���Z�R�U�N�����0�R�Q�W�H���&�D�U�O�R���P�R�G�H�O�L�Q�J���L�V���X�V�H�G���I�R�U���H�Y�D�O�X�D�W�L�Q�J���Z�K�H�W�K�H�U���W�K�H���Y�H�U�W�L�F�D�O���G�L�V�W�U�L�E�X�W�L�R�Q���R�I��
�V�R�O�L�G�V���F�O�X�V�W�H�U�V���H�M�H�F�W�H�G���L�Q�W�R���W�K�H���V�S�O�D�V�K���]�R�Q�H���F�D�Q���E�H���G�H�U�L�Y�H�G���X�V�L�Q�J���W�K�H���K�\�S�R�W�K�H�V�L�V���W�K�D�W���W�K�H�\���I�R�O�O�R�Z��
�D���E�D�O�O�L�V�W�L�F���W�U�D�M�H�F�W�R�U�\���V�R�O�H�O�\���G�U�L�Y�H�Q���E�\���J�U�D�Y�L�W�\�����7�K�H���P�R�G�H�O���D�S�S�O�L�H�V���S�U�R�E�D�E�L�O�L�W�\���G�L�V�W�U�L�E�X�W�L�R�Q�V���I�R�U��
�W�K�H���D�Q�J�O�H���D�Q�G���Y�H�O�R�F�L�W�\���R�I���W�K�H���V�R�O�L�G�V�� �H�M�H�F�W�L�R�Q�V���W�D�N�H�Q���I�U�R�P���H�[�S�H�U�L�P�H�Q�W�D�O���Z�R�U�N���L�Q���O�L�W�H�U�D�W�X�U�H���>��������
�����@�����7�K�H���V�W�D�W�L�V�W�L�F�D�O���Y�H�U�W�L�F�D�O���S�U�R�I�L�O�H�V���R�I���W�K�H���V�R�O�L�G�V���F�R�Q�F�H�Q�W�U�D�W�L�R�Q�V���R�E�W�D�L�Q�H�G���I�U�R�P���W�K�H���0�R�Q�W�H���&�D�U�O�R��
�V�L�P�X�O�D�W�L�R�Q�V���D�U�H���F�R�P�S�D�U�H�G���W�R���W�K�H���H�[�S�R�Q�H�Q�W�L�D�O���G�H�F�D�\�V���P�H�D�V�X�U�H�G���H�[�S�H�U�L�P�H�Q�W�D�O�O�\�����,�W���L�V���F�R�Q�F�O�X�G�H�G��
�W�K�D�W���W�K�H���H�[�S�U�H�V�V�L�R�Q�V���G�H�V�F�U�L�E�H�G���L�Q���W�K�H���O�L�W�H�U�D�W�X�U�H���I�R�U���W�K�H���Y�H�O�R�F�L�W�\���D�Q�G���D�Q�J�O�H���R�I���H�M�H�F�W�L�R�Q���F�R�P�E�L�Q�H�G��
�Z�L�W�K���W�K�H���D�V�V�X�P�S�W�L�R�Q���R�I���D���E�D�O�O�L�V�W�L�F���W�U�D�M�H�F�W�R�U�\���\�L�H�O�G���E�D�F�N���P�L�[�L�Q�J���U�D�W�H�V���W�K�D�W���D�U�H���L�Q���D�J�U�H�H�P�H�Q�W���Z�L�W�K��
�W�K�H���H�[�S�H�U�L�P�H�Q�W�D�O���R�E�V�H�U�Y�D�W�L�R�Q�V�����7�K�L�V���L�V���G�L�V�F�X�V�V�H�G���L�Q���J�U�H�D�W�H�U���G�H�W�D�L�O���L�Q���3�D�S�H�U���ÿ�9����
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�������� �)�9�0���P�R�G�H�O�L�Q�J���R�I���W�K�H���P�D�V�V���E�D�O�D�Q�F�H���I�R�U���W�K�H���V�R�O�L�G�V���S�K�D�V�H��
�7�K�H���I�L�Q�L�W�H���Y�R�O�X�P�H���P�H�W�K�R�G�����)�9�0�����L�V���X�V�H�G���W�R���G�L�V�F�U�H�W�L�]�H���W�K�H���W�U�D�Q�V�S�R�U�W���H�T�X�D�W�L�R�Q���W�K�D�W���U�H�S�U�H�V�H�Q�W�V���W�K�H��
�P�D�V�V���E�D�O�D�Q�F�H���I�R�U���W�K�H���V�R�O�L�G�V�����Z�K�H�Q���F�R�Q�V�L�G�H�U�H�G���D�V���D���F�R�Q�W�L�Q�X�R�X�V���S�K�D�V�H������

�7�K�H���P�R�G�H�O���L�V���L�Q���W�K�L�V���Z�R�U�N���D�S�S�O�L�H�G���W�R���V�R�O�Y�H���W�K�H���V�W�H�D�G�\���V�W�D�W�H���R�I���W�K�H���V�R�O�L�G�V���G�L�V�S�H�U�V�H���S�K�D�V�H���L�Q���W�K�H��
�F�R�U�H�� �U�H�J�L�R�Q�� �R�I�� �W�K�H�� �W�U�D�Q�V�S�R�U�W�� �]�R�Q�H���� �Z�K�L�F�K�� �L�V�� �G�L�V�F�U�H�W�L�]�H�G�� �L�Q�� �W�K�H�� �W�K�U�H�H�� �V�S�D�W�L�D�O�� �G�L�P�H�Q�V�L�R�Q�V���� �%�R�W�K��
�F�R�Q�Y�H�F�W�L�Y�H���W�U�D�Q�V�S�R�U�W���D�Q�G���G�L�V�S�H�U�V�L�Y�H���W�U�D�Q�V�S�R�U�W���D�U�H���F�R�Q�V�L�G�H�U�H�G���L�Q���W�K�H���E�D�O�D�Q�F�H�����D�V���Z�H�O�O���D�V���V�R�X�U�F�H��
�W�H�U�P�V���±���D�O�O���R�I���W�K�H�V�H���H�[�S�U�H�V�V�H�G���W�K�U�R�X�J�K���V�H�P�L���H�P�S�L�U�L�F�D�O���H�[�S�U�H�V�V�L�R�Q�V�����V�L�Q�F�H���W�K�H���P�R�P�H�Q�W�X�P���E�D�O�D�Q�F�H��
�L�V���Q�R�W���F�R�Q�V�L�G�H�U�H�G���V�R���D�V���W�R���H�Q�V�X�U�H���D�I�I�R�U�G�D�E�O�H���F�D�O�F�X�O�D�W�L�R�Q���F�R�V�W�V����

�:�L�W�K���W�K�H���K�H�O�S���R�I���W�K�H���P�R�G�H�O�����L�W���L�V���V�K�R�Z�Q���W�K�D�W���W�K�H���O�D�W�H�U�D�O���G�L�V�S�H�U�V�L�R�Q���R�I���V�R�O�L�G�V���L�Q���W�K�H���F�R�U�H���U�H�J�L�R�Q���L�V��
�P�X�F�K�� �I�D�V�W�H�U�� �W�K�D�Q�� �W�K�H�� �F�R�U�H���W�R���O�D�\�H�U�� �W�U�D�Q�V�S�R�U�W���� �D�Q�G�� �W�K�H�� �J�H�Q�H�U�D�O�� �Y�D�O�L�G�L�W�\�� �I�R�U�� �O�D�U�J�H�U���V�F�D�O�H�� �&�)�%��
�I�X�U�Q�D�F�H�V���R�I���V�R�P�H���R�I���W�K�H���H�[�S�U�H�V�V�L�R�Q�V���L�Q���W�K�H���O�L�W�H�U�D�W�X�U�H���G�H�V�F�U�L�E�L�Q�J���W�K�H���O�D�W�H�U�D�O���G�L�V�S�H�U�V�L�R�Q���F�R�H�I�I�L�F�L�H�Q�W��
�L�V���G�L�V�F�D�U�G�H�G�����V�H�H���3�D�S�H�U���9���I�R�U���G�H�W�D�L�O�V������

�������� �'�1�6���P�R�G�H�O�L�Q�J���R�I���V�R�O�L�G�V���S�D�U�W�L�F�O�H�V��
�'�L�U�H�F�W���1�X�P�H�U�L�F���6�L�P�X�O�D�W�L�R�Q�����'�1�6�����V�R�O�Y�H�V���W�K�H���1�D�Y�L�H�U���6�W�R�N�H�V���H�T�X�D�W�L�R�Q�����U�H�V�R�O�Y�L�Q�J���D�O�O���W�L�P�H���V�F�D�O�H�V��
�D�Q�G���O�H�Q�J�W�K���V�F�D�O�H�V�����I�U�R�P���P�L�F�U�R�V�F�D�O�H�V���W�R���P�D�F�U�R�V�F�D�O�H�V�����L�Q���W�K�H���F�R�Q�W�L�Q�X�R�X�V���J�D�V���S�K�D�V�H���D�Q�G���W�U�D�F�N�L�Q�J��
�H�D�F�K���V�R�O�L�G���S�D�U�W�L�F�O�H���D�V���D���G�L�V�F�U�H�W�H���H�O�H�P�H�Q�W���W�K�U�R�X�J�K���W�K�H���H�T�X�D�W�L�R�Q���R�I���P�R�W�L�R�Q�����'�1�6���S�U�R�Y�L�G�H�V���D���K�L�J�K�O�\��
�U�H�V�R�O�Y�H�G���D�Q�G���U�H�O�L�D�E�O�H���V�L�P�X�O�D�W�H�G���I�O�R�Z���I�R�U���W�K�H���J�L�Y�H�Q���E�R�X�Q�G�D�U�\���F�R�Q�G�L�W�L�R�Q�V�����D�O�W�K�R�X�J�K���L�W���F�R�P�H�V���D�W���D��
�Y�H�U�\���K�L�J�K���F�R�P�S�X�W�D�W�L�R�Q�D�O���F�R�V�W�����Z�K�L�F�K���O�L�P�L�W�V���W�K�H���G�R�P�D�L�Q���Y�R�O�X�P�H���D�Q�G���Q�X�P�E�H�U���R�I���S�D�U�W�L�F�O�H�V���W�K�D�W���F�D�Q��
�E�H���V�W�X�G�L�H�G����

�7�K�L�V���Z�R�U�N���X�V�H�V���'�1�6���L�Q���3�D�S�H�U���9���W�R���J�D�L�Q���L�Q�V�L�J�K�W�V���L�Q�W�R���W�K�H���V�R�O�L�G�V���F�R�U�H���W�R���O�D�\�H�U���W�U�D�Q�V�I�H�U���X�Q�G�H�U��
�F�R�Q�G�L�W�L�R�Q�V���U�H�S�U�H�V�H�Q�W�D�W�L�Y�H���R�I���W�K�H���W�U�D�Q�V�S�R�U�W���]�R�Q�H���L�Q���O�D�U�J�H���V�F�D�O�H���&�)�%���I�X�U�Q�D�F�H�V�����7�K�H���W�U�D�M�H�F�W�R�U�L�H�V���R�I��
�W�K�H���F�R�Q�V�L�G�H�U�H�G���V�R�O�L�G���S�D�U�W�L�F�O�H�V���S�U�R�Y�L�G�H���V�W�D�W�L�V�W�L�F�D�O���L�Q�I�R�U�P�D�W�L�R�Q���D�E�R�X�W���W�K�H���G�\�Q�D�P�L�F�V���R�I���W�K�H���V�R�O�L�G�V��
�F�R�Q�F�H�Q�W�U�D�W�L�R�Q���D�Q�G���Y�H�O�R�F�L�W�\���I�L�H�O�G�V�����7�K�L�V���D�O�O�R�Z�V���W�K�H���L�G�H�Q�W�L�I�L�F�D�W�L�R�Q���R�I���W�X�U�E�R�S�K�R�U�H�V�L�V�����Z�K�L�F�K���L�V���W�K�H��
�S�K�H�Q�R�P�H�Q�R�Q���Z�K�H�U�H�E�\���S�D�U�W�L�F�O�H�V���L�Q���D���J�D�V���P�L�J�U�D�W�H���L�Q���W�K�H���G�L�U�H�F�W�L�R�Q���R�I���G�H�F�U�H�D�V�L�Q�J���W�X�U�E�X�O�H�Q�F�H���O�H�Y�H�O����
�D�V���W�K�H���J�R�Y�H�U�Q�L�Q�J���I�D�F�W�R�U���I�R�U���W�K�H���O�D�W�H�U�D�O���I�O�R�Z���R�I���F�R�U�H���U�H�J�L�R�Q���V�R�O�L�G�V���L�Q���W�K�H���Y�L�F�L�Q�L�W�\���R�I���W�K�H���Z�D�O�O���O�D�\�H�U����
�7�K�L�V�� �S�K�H�Q�R�P�H�Q�R�Q�� �L�V�� �V�X�S�H�U�L�P�S�R�V�H�G�� �R�Q�W�R�� �W�K�H�� �P�D�F�U�R�V�F�R�S�L�F�� �G�L�V�S�H�U�V�L�Y�H�� �V�R�O�L�G�V�� �P�R�Y�H�P�H�Q�W�� �I�U�R�P��
�K�L�J�K�����W�R���O�R�Z���F�R�Q�F�H�Q�W�U�D�W�L�R�Q���U�H�J�L�R�Q�V�����,�Q���&�)�%���I�X�U�Q�D�F�H�V�����W�K�L�V���W�U�D�Q�V�O�D�W�H�V���L�Q�W�R���W�K�D�W���W�K�H���S�D�U�W�L�F�O�H�V���L�Q���W�K�H��
�F�R�U�H���U�H�J�L�R�Q�����R�Q���D�Y�H�U�D�J�H�����P�R�Y�H���W�R�Z�D�U�G�V���W�K�H���Z�D�O�O���O�D�\�H�U���U�H�J�L�R�Q���Z�L�W�K���O�R�Z�H�U���Y�H�O�R�F�L�W�\���I�O�X�F�W�X�D�W�L�R�Q�V��
�W�K�D�Q���L�Q���W�K�H���F�R�U�H���U�H�J�L�R�Q���>�����������@�����7�K�H���I�L�Q�G�L�Q�J���W�K�D�W���W�X�U�E�R�S�K�R�U�H�V�L�V���L�V���W�K�H���G�U�L�Y�L�Q�J���I�R�U�F�H���I�R�U���W�K�H���F�R�U�H��
�W�R���O�D�\�H�U���V�R�O�L�G�V���W�U�D�Q�V�I�H�U���Y�D�O�L�G�D�W�H�V���W�K�H���X�V�H���R�I���I�L�H�O�G���V�S�H�F�L�I�L�F���H�[�S�U�H�V�V�L�R�Q�V���I�R�U���S�D�U�D�P�H�W�H�U�V���V�X�F�K���D�V���W�K�H��
�G�H�S�R�V�L�W�L�R�Q�� �Y�H�O�R�F�L�W�\�� �W�R�� �V�W�X�G�\�� �D�Q�G�� �F�R�U�U�H�O�D�W�H�� �W�K�H�� �V�R�O�L�G�V�� �E�D�F�N���P�L�[�L�Q�J�� �L�Q�� �W�K�H�� �W�U�D�Q�V�S�R�U�W�� �]�R�Q�H�V�� �R�I��
�F�R�P�P�H�U�F�L�D�O���&�)�%���I�X�U�Q�D�F�H�V����
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�5�H�V�X�O�W�V���D�Q�G���'�L�V�F�X�V�V�L�R�Q��

�7�K�L�V���F�K�D�S�W�H�U���S�U�R�Y�L�G�H�V���D���V�X�P�P�D�U�\���R�I���W�K�H���Z�R�U�N���L�Q�F�O�X�G�H�G���L�Q���3�D�S�H�U�V���,�±�9���D�Q�G���G�L�V�F�X�V�V�H�V���K�R�Z���W�K�H��
�I�L�Q�G�L�Q�J�V���D�Q�G���H�[�S�U�H�V�V�L�R�Q�V���G�H�U�L�Y�H�G���I�U�R�P���W�K�H���V�W�X�G�L�H�V���F�D�Q���E�H���X�V�H�G���I�R�U���F�O�R�V�X�U�H���R�I���W�K�H���V�R�O�L�G�V���P�D�V�V��
�E�D�O�D�Q�F�H���L�Q���O�D�U�J�H���V�F�D�O�H���&�)�%���I�X�U�Q�D�F�H�V�����$���V�K�R�U�W���V�F�K�H�P�D�W�L�F���V�X�P�P�D�U�\���R�I���W�K�H���P�D�L�Q���I�L�Q�G�L�Q�J�V���U�H�O�D�W�H�G��
�W�R���W�K�H���N�H�\���P�H�F�K�D�Q�L�V�P�V���I�R�U���W�K�H���V�R�O�L�G�V���I�O�R�Z���S�D�W�W�H�U�Q�V���L�Q���W�K�H���O�D�U�J�H���V�F�D�O�H���&�)�%���I�X�U�Q�D�F�H���L�V���S�U�H�V�H�Q�W�H�G��
�L�Q���)�L�J�X�U�H������������

�7�K�H���S�D�U�W�L�F�O�H���V�L�]�H���V�H�J�U�H�J�D�W�L�R�Q���Z�L�W�K���K�H�L�J�K�W���L�Q���W�K�H���I�X�U�Q�D�F�H���L�Q�I�O�X�H�Q�F�H�V���W�K�H���W�H�U�P�L�Q�D�O���Y�H�O�R�F�L�W�\���R�I���W�K�H��
�V�R�O�L�G�V���D�Q�G�����W�K�H�U�H�E�\�����W�K�H���Y�H�O�R�F�L�W�\���D�W���Z�K�L�F�K���W�K�H���V�R�O�L�G�V���I�O�R�Z�����$�W���D���O�R�Z���I�O�X�L�G�L�]�D�W�L�R�Q���Y�H�O�R�F�L�W�\�����R�Q�O�\��
�W�K�H���V�P�D�O�O�H�V�W���S�D�U�W�L�F�O�H�V���Z�L�O�O���E�H���H�Q�W�U�D�L�Q�H�G�����\�L�H�O�G�L�Q�J���D���V�W�U�R�Q�J���V�L�]�H���V�H�J�U�H�J�D�W�L�R�Q���H�I�I�H�F�W���E�H�W�Z�H�H�Q���W�K�H��
�S�D�U�W�L�F�O�H�V���S�R�S�X�O�D�W�L�Q�J���W�K�H���W�R�S���R�I���W�K�H���I�X�U�Q�D�F�H���D�Q�G���F�L�U�F�X�O�D�W�L�Q�J���L�Q���W�K�H���V�\�V�W�H�P���D�Q�G���W�K�R�V�H���U�H�P�D�L�Q�L�Q�J���D�W��
�W�K�H�� �E�R�W�W�R�P�� �R�I�� �W�K�H�� �I�X�U�Q�D�F�H���� �$�V�� �W�K�H�� �I�O�X�L�G�L�]�D�W�L�R�Q�� �Y�H�O�R�F�L�W�\�� �L�V�� �L�Q�F�U�H�D�V�H�G���� �F�R�D�U�V�H�U�� �V�R�O�L�G�V�� �Z�L�O�O�� �E�H��
�H�Q�W�U�D�L�Q�H�G���D�Q�G�����W�K�X�V�����W�K�H���Y�H�U�W�L�F�D�O���V�L�]�H���V�H�J�U�H�J�D�W�L�R�Q���Z�L�O�O���G�H�F�U�H�D�V�H�����)�R�U���W�K�H���V�F�D�O�H�G���H�[�S�H�U�L�P�H�Q�W�V�����W�K�H��
�H�[�W�H�Q�W���R�I���W�K�L�V���V�L�]�H���V�H�J�U�H�J�D�W�L�R�Q���H�I�I�H�F�W�����E�H�W�Z�H�H�Q���F�L�U�F�X�O�D�W�L�Q�J���S�D�U�W�L�F�O�H�V���D�Q�G���W�K�R�V�H���U�H�P�D�L�Q�L�Q�J���D�W���W�K�H��
�E�R�W�W�R�P���R�I���W�K�H���I�X�U�Q�D�F�H�����L�V���V�K�R�Z�Q���L�Q���7�D�E�O�H���������7�K�L�V���W�D�E�O�H���O�L�V�W�V���W�K�H���G�L�V�W�U�L�E�X�W�L�R�Q�V���R�I���V�L�]�H�V���D�Q�G���V�L�Q�J�O�H��
�S�D�U�W�L�F�O�H�� �W�H�U�P�L�Q�D�O�� �Y�H�O�R�F�L�W�L�H�V�� �I�R�U�� �V�R�O�L�G�V�� �V�D�P�S�O�H�V�� �I�U�R�P�� �R�Q�H�� �F�D�V�H�� �L�Q�� �W�K�H�� �U�L�V�H�U�� �D�Q�G�� �W�K�H�� �O�R�R�S�� �V�H�D�O��
���V�D�P�S�O�H�G���D�I�W�H�U���G�H�I�O�X�L�G�L�]�D�W�L�R�Q�����D�W���G�L�I�I�H�U�H�Q�W���I�O�X�L�G�L�]�D�W�L�R�Q���Y�H�O�R�F�L�W�L�H�V�����7�K�H���S�D�U�W�L�F�O�H���V�L�]�H���G�L�V�W�U�L�E�X�W�L�R�Q��
�R�I���W�K�H���V�R�O�L�G�V���L�Q���W�K�H���U�L�V�H�U���L�V���D�S�S�U�R�[�L�P�D�W�H�O�\���F�R�Q�V�W�D�Q�W���I�R�U���D�O�O���W�K�H���F�D�V�H�V�����D�V���L�W���K�R�O�G�V���D���O�D�U�J�H���V�K�D�U�H���R�I��
�W�K�H�� �V�R�O�L�G�V�� �P�D�V�V�� �L�Q�� �W�K�H�� �V�\�V�W�H�P���� �7�K�H�� �D�Y�H�U�D�J�H�� �S�D�U�W�L�F�O�H�� �V�L�]�H�� �L�Q�� �W�K�H�� �O�R�R�S�� �V�H�D�O�� �L�Q�F�U�H�D�V�H�V�� �Z�L�W�K��
�I�O�X�L�G�L�]�D�W�L�R�Q���Y�H�O�R�F�L�W�\���D�Q�G���D�S�S�U�R�D�F�K�H�V���W�K�D�W���L�Q���W�K�H���U�L�V�H�U���D�V���W�K�H���I�O�X�L�G�L�]�D�W�L�R�Q���Y�H�O�R�F�L�W�\���L�V���L�Q�F�U�H�D�V�H�G������

�7�D�E�O�H�� ������ �'�L�V�W�U�L�E�X�W�L�R�Q�V�� �R�I�� �W�K�H�� �V�R�O�L�G�V�� �V�L�]�H�V�� �D�Q�G�� �V�L�Q�J�O�H�� �S�D�U�W�L�F�O�H�� �W�H�U�P�L�Q�D�O�� �Y�H�O�R�F�L�W�L�H�V�� �L�Q�� �W�K�H�� �G�R�Z�Q���V�F�D�O�H�G�� �P�R�G�H�O��
�U�H�S�U�H�V�H�Q�W�L�Q�J���D���!���������0�:�W�K���&�)�%���E�R�L�O�H�U�����X�S���V�F�D�O�H�G���Y�D�O�X�H�V�������6�R�X�U�F�H�����3�D�S�H�U���,�,�,������
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�5�L�V�H�U�� �������� �������� �������� ���������� ���������� ����������

�/�R�R�S���V�H�D�O�����X�J� ���������P���V�� ������ �������� �������� ���������� ���������� ����������

�/�R�R�S���V�H�D�O�����X�J� ���������P���V�� ������ �������� �������� ���������� ���������� ����������

�/�R�R�S���V�H�D�O�����X�J� ���������P���V�� ������ �������� �������� ���������� ���������� ����������

Bold values are used throughout this work as the average particle size and terminal velocity 
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�)�L�J�X�U�H�����������6�F�K�H�P�D�W�L�F���V�X�P�P�D�U�\���R�I���W�K�H���P�D�L�Q���I�L�Q�G�L�Q�J�V���R�I���W�K�L�V���Z�R�U�N�����7�K�H���F�L�U�F�X�O�D�U���E�O�D�F�N���V�\�P�E�R�O�V���F�R�U�U�H�V�S�R�Q�G���W�R��
�I�O�X�L�G���G�\�Q�D�P�L�F�D�O�O�\���G�R�Z�Q���V�F�D�O�H�G���H�[�S�H�U�L�P�H�Q�W�V�����G�D�W�D���F�R�P�S�L�O�H�G���I�U�R�P���3�D�S�H�U�V���,�,�,���D�Q�G���,�9�������D�Q�G���W�K�H���F�R�O�R�U�H�G���V�\�P�E�R�O�V��

�F�R�U�U�H�V�S�R�Q�G���W�R���O�D�U�J�H���V�F�D�O�H���&�)�%���E�R�L�O�H�U�V�����G�D�W�D���F�R�P�S�L�O�H�G���I�U�R�P���3�D�S�H�U���9������

5.1.1 Bottom bed��
�$�W���D���J�L�Y�H�Q���U�L�V�H�U���S�U�H�V�V�X�U�H���G�U�R�S�����W�K�H���K�H�L�J�K�W���R�I��
�W�K�H�� �G�H�Q�V�H�� �E�H�G�� �G�H�F�U�H�D�V�H�V���� �D�Q�G�� �L�V�� �H�Y�H�Q�W�X�D�O�O�\��
�G�H�S�O�H�W�H�G�� �D�V�� �W�K�H�� �I�O�X�L�G�L�]�D�W�L�R�Q�� �Y�H�O�R�F�L�W�\�� �L�V��
�L�Q�F�U�H�D�V�H�G���� �6�L�P�X�O�W�D�Q�H�R�X�V�O�\���� �W�K�H�� �V�R�O�L�G�V��
�F�R�Q�F�H�Q�W�U�D�W�L�R�Q���L�Q���W�K�H���E�H�G���G�H�F�U�H�D�V�H�V���X�Q�W�L�O���W�K�H��
�E�X�E�E�O�H���Y�R�L�G�D�J�H���U�H�D�F�K�H�V���/

�E
� ���������D�W���W�K�H���S�R�L�Q�W���R�I��

�G�H�S�O�H�W�L�R�Q������

5.1.4 Exit Region��
�7�K�H�� �H�[�W�H�U�Q�D�O�� �V�R�O�L�G�V�� �F�L�U�F�X�O�D�W�L�R�Q�� �F�D�Q�� �E�H��
�D�S�S�U�R�[�L�P�D�W�H�G�� �W�R�� �W�K�H�� �V�R�O�L�G�V�� �X�S���I�O�R�Z�� �D�W�� �W�K�H��
�U�L�V�H�U���W�R�S���E�X�W���R�Q�O�\���I�R�U���O�R�Z���J�D�V���Y�H�O�R�F�L�W�L�H�V�����7�K�H��
�E�D�F�N�I�O�R�Z�� �U�D�W�L�R�� �D�W�� �W�K�H�� �U�L�V�H�U�� �H�[�L�W�� �L�Q�F�U�H�D�V�H�V��
�Z�L�W�K���W�K�H���S�D�U�W�L�F�O�H���Y�H�O�R�F�L�W�\�����W�K�X�V�����Z�L�W�K���W�K�H���J�D�V��
�Y�H�O�R�F�L�W�\������

5.1.2 Splash zone��
�$���³�V�S�O�D�V�K���]�R�Q�H�´���Z�L�W�K���D�Q���H�[�S�R�Q�H�Q�W�L�D�O���G�H�F�D�\����
a�����L�V���I�R�U�P�H�G���L�Q���W�K�H���S�U�H�V�H�Q�F�H���R�U���D�E�V�H�Q�F�H���R�I���D��
�G�H�Q�V�H�� �E�H�G���� �7�K�H�� �P�R�G�H�O�� �S�U�R�S�R�V�H�G�� �K�H�U�H�� ���W�K�H��
�F�D�S���S�R�L�Q�W�� �R�I�� �W�K�H�� �Y�H�U�W�L�F�D�O�� �E�D�U�V���� �S�U�R�Y�L�G�H�V��
�E�H�W�W�H�U���D�J�U�H�H�P�H�Q�W���W�K�D�Q���G�R�H�V���W�K�H���F�R�U�U�H�O�D�W�L�R�Q���L�Q��
�W�K�H���O�L�W�H�U�D�W�X�U�H�����G�D�V�K�H�G���O�L�Q�H������
�6�R�O�L�G�V���H�Q�W�U�D�L�Q�P�H�Q�W���L�Q�F�U�H�D�V�H�V���L�Q���W�K�H���S�U�H�V�H�Q�F�H��
�R�I���D���G�H�Q�V�H���E�H�G�����V�R�O�L�G���V�\�P�E�R�O�V�������+�R�Z�H�Y�H�U�����L�W��
�O�H�Y�H�O�V���R�I�I���X�S�R�Q���G�H�S�O�H�W�L�R�Q���R�I���W�K�H���E�H�G�����H�P�S�W�\��
�V�\�P�E�R�O�V������ �$�� �G�L�P�H�Q�V�L�R�Q�O�H�V�V�� �F�R�U�U�H�O�D�W�L�R�Q�� �L�V��
�S�U�R�Y�L�G�H�G������
5.1.3 Transport zone��
�7�K�H�� �F�O�X�V�W�H�U�L�Q�J�� �E�D�F�N���P�L�[�L�Q�J�� �H�I�I�H�F�W�� �L�V��
�Q�H�J�O�L�J�L�E�O�H�����D�V���W�K�H���E�D�F�N���P�L�[�L�Q�J���U�D�W�H���G�H�F�U�H�D�V�H�V��
�L�Q�� �O�D�U�J�H�U�� �X�Q�L�W�V���� �7�K�H�� �F�R�U�H���W�R���O�D�\�H�U�� �W�U�D�Q�V�S�R�U�W��
�J�R�Y�H�U�Q�V�� �W�K�H�� �E�D�F�N���P�L�[�L�Q�J���� �$�� �6�K�H�U�Z�R�R�G��
�Q�X�P�E�H�U���E�D�V�H�G�� �F�R�U�U�H�O�D�W�L�R�Q�� �I�R�U�� �W�K�L�V�� �P�D�V�V��
�W�U�D�Q�V�I�H�U�� �F�R�H�I�I�L�F�L�H�Q�W�� �L�V�� �S�U�R�S�R�V�H�G���� �V�K�R�Z�L�Q�J�� �D��
�J�R�R�G���I�L�W���W�R���W�K�H���O�D�U�J�H���V�F�D�O�H���G�D�W�D����
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������������ �%�R�W�W�R�P���E�H�G��

�7�K�H���S�U�H�V�H�Q�F�H���R�I���D���G�H�Q�V�H���E�H�G���Z�D�V���G�H�P�R�Q�V�W�U�D�W�H�G���L�Q���W�K�H���������0�:�W�K���&�K�D�O�P�H�U�V���E�R�L�O�H�U���>�����@�������Z�K�H�U�H�L�Q��
�W�K�H���G�H�Q�V�H���E�H�G���K�H�L�J�K�W���Z�D�V���V�K�R�Z�Q���W�R���G�H�F�U�H�D�V�H���Z�L�W�K���L�Q�F�U�H�D�V�L�Q�J���I�O�X�L�G�L�]�D�W�L�R�Q���Y�H�O�R�F�L�W�\���>���������������������@��
�I�R�U���D���J�L�Y�H�Q���U�L�V�H�U���S�U�H�V�V�X�U�H���G�U�R�S�����7�K�H���H�[�S�H�U�L�P�H�Q�W�D�O���V�W�X�G�L�H�V���L�Q���3�D�S�H�U�V���1�±�,�,�1���D�G�G���W�R���W�K�L�V���N�Q�R�Z�O�H�G�J�H����
�U�H�Y�H�D�O�L�Q�J�� �W�K�D�W�� �W�K�H�� �G�H�Q�V�H�� �E�H�G�� �L�V�� �H�Y�H�Q�W�X�D�O�O�\�� �G�H�S�O�H�W�H�G�� �L�I�� �W�K�H�� �I�O�X�L�G�L�]�D�W�L�R�Q�� �Y�H�O�R�F�L�W�\�� �L�V�� �L�Q�F�U�H�D�V�H�G��
�V�X�I�I�L�F�L�H�Q�W�O�\�����D�V���P�R�U�H���P�D�W�H�U�L�D�O���L�V���O�L�I�W�H�G���W�R���K�L�J�K�H�U���O�R�F�D�W�L�R�Q�V���L�Q���W�K�H���U�L�V�H�U���>�����@�����7�K�L�V���S�K�H�Q�R�P�H�Q�R�Q��
�K�D�V���V�F�D�U�F�H�O�\���E�H�H�Q���V�W�X�G�L�H�G���L�Q���W�K�H���O�L�W�H�U�D�W�X�U�H���R�Q���O�D�U�J�H���V�F�D�O�H���&�)�%���E�R�L�O�H�U�V���>�����@�����V�L�Q�F�H���P�R�Q�L�W�R�U�L�Q�J���W�K�H��
�S�U�H�V�H�Q�F�H���R�I���D���G�H�Q�V�H���E�H�G���U�H�T�X�L�U�H�V���W�K�H���X�V�H���R�I���G�H�Q�V�H�O�\���V�S�D�F�H�G���S�U�H�V�V�X�U�H���W�D�S�V���L�Q���W�K�H���E�R�W�W�R�P���U�H�J�L�R�Q����
�Z�K�L�F�K���L�V���Q�R�W���W�K�H���F�D�V�H���L�Q���F�R�P�P�H�U�F�L�D�O���&�)�%���E�R�L�O�H�U�V�����$�V���P�H�Q�W�L�R�Q�H�G���S�U�H�Y�L�R�X�V�O�\�����F�R�P�P�H�U�F�L�D�O���X�Q�L�W�V��
�W�\�S�L�F�D�O�O�\���P�R�Q�L�W�R�U���W�K�H���S�U�H�V�V�X�U�H���G�U�R�S���R�Y�H�U���D���V�S�H�F�L�I�L�F���K�H�L�J�K�W���L�Q�W�H�U�Y�D�O�����H�[�W�H�Q�G�L�Q�J���R�Y�H�U���V�R�P�H���I�H�Z��
�P�H�W�H�U�V�����L�Q���W�K�H���O�R�Z�H�U���U�H�J�L�R�Q���R�I���W�K�H���I�X�U�Q�D�F�H�����K�R�Z�H�Y�H�U�����W�K�L�V���F�D�Q�Q�R�W���G�L�V�F�H�U�Q���W�K�H���S�U�H�V�H�Q�F�H���R�I���D���G�H�Q�V�H��
�E�H�G�� ���D�V�� �D�W�� �O�H�D�V�W�� �W�K�U�H�H�� �S�U�H�V�V�X�U�H�� �P�H�D�V�X�U�H�P�H�Q�W�V�� �D�U�H�� �Q�H�H�G�H�G�� �W�R�� �F�R�Q�I�L�U�P�� �D�� �O�L�Q�H�D�U�� �S�U�H�V�V�X�U�H�� �G�U�R�S������
�7�K�X�V�����S�U�R�S�H�U���G�H�W�H�F�W�L�R�Q���R�I���D���G�H�Q�V�H���E�H�G���U�H�T�X�L�U�H�V���G�H�Q�V�H�O�\���V�S�D�F�H�G���S�U�H�V�V�X�U�H���W�D�S�V���L�Q���W�K�H���O�R�Z�H�U���S�D�U�W���R�I��
�W�K�H���I�X�U�Q�D�F�H�����Z�L�W�K�L�Q���W�K�H���I�L�U�V�W�������P�H�W�H�U���R�U���V�R�������,�Q���D�G�G�L�W�L�R�Q�����V�X�F�K���D���E�H�G���Z�L�O�O���R�Q�O�\���E�H���S�U�H�V�H�Q�W���L�I���W�K�H�U�H��
�L�V���D���V�X�I�I�L�F�L�H�Q�W���D�P�R�X�Q�W���R�I���E�H�G���P�D�W�H�U�L�D�O���L�Q���W�K�H���I�X�U�Q�D�F�H���>�����@�����D�Q�G���L�W���L�V���O�L�N�H�O�\���W�K�D�W���V�R�P�H���F�R�P�P�H�U�F�L�D�O��
�&�)�%���E�R�L�O�H�U�V���R�S�H�U�D�W�H���Z�L�W�K�R�X�W���D���G�H�Q�V�H���E�H�G�����I�R�U���I�X�U�W�K�H�U���D�Q�D�O�\�V�L�V���R�I���W�K�L�V���D�V�S�H�F�W�����V�H�H���6�H�F�W�L�R�Q����������������

�)�L�J�X�U�H�������D���V�K�R�Z�V���K�R�Z���W�K�H���G�H�Q�V�H���E�H�G���K�H�L�J�K�W���G�H�F�U�H�D�V�H�V���X�Q�W�L�O���E�H�G���G�H�S�O�H�W�L�R�Q���D�V���W�K�H�� �I�O�X�L�G�L�]�D�W�L�R�Q��
�Y�H�O�R�F�L�W�\���L�V���L�Q�F�U�H�D�V�H�G���L�Q���W�K�H���V�F�D�O�H���P�R�G�H�O�����3�D�S�H�U���,�,�1�������Z�K�L�F�K���U�H�V�H�P�E�O�H�V���D���O�D�U�J�H���V�F�D�O�H���&�)�%���E�R�L�O�H�U��
���W�K�L�V���K�D�V���D�O�V�R���E�H�H�Q���R�E�V�H�U�Y�H�G���L�Q���W�K�H���S�V�H�X�G�R�����'���X�Q�L�W���±���V�H�H���3�D�S�H�U���1�������7�K�H���G�H�F�U�H�D�V�H���L�Q���G�H�Q�V�H���E�H�G��
�K�H�L�J�K�W���R�F�F�X�U�V���L�Q���S�D�U�D�O�O�H�O���Z�L�W�K���D���G�H�F�U�H�D�V�H���L�Q���W�K�H���V�R�O�L�G�V���F�R�Q�F�H�Q�W�U�D�W�L�R�Q���D�V���W�K�H���I�O�X�L�G�L�]�D�W�L�R�Q���Y�H�O�R�F�L�W�\��
�L�V�� �L�Q�F�U�H�D�V�H�G���� �(�Y�H�Q�W�X�D�O�O�\���� �G�H�S�O�H�W�L�R�Q�� �R�I�� �W�K�H�� �G�H�Q�V�H�� �E�H�G�� �R�F�F�X�U�V�� �D�W�� �V�R�O�L�G�V�� �F�R�Q�F�H�Q�W�U�D�W�L�R�Q�V�� �W�K�D�W��
�F�R�U�U�H�V�S�R�Q�G���W�R���D���V�L�W�X�D�W�L�R�Q���L�Q���Z�K�L�F�K���W�K�H���Y�R�O�X�P�H���R�F�F�X�S�L�H�G���E�\���E�X�E�E�O�H�V���H�T�X�D�O�V���W�K�D�W���R�F�F�X�S�L�H�G���E�\���W�K�H��
�H�P�X�O�V�L�R�Q���S�K�D�V�H�����G�D�V�K�H�G���O�L�Q�H���L�Q���)�L�J�X�U�H�������E�����F�R�U�U�H�V�S�R�Q�G�L�Q�J���W�Rg��� �������������������7�K�L�V���L�V���L�Q���O�L�Q�H���Z�L�W�K��
�W�K�H���R�E�V�H�U�Y�D�W�L�R�Q�V���R�I���-�R�K�Q�V�V�R�Q���H�W���D�O�������������������>�����@���L�Q���W�K�H���������0�:�W�K���&�)�%���X�Q�L�W���D�Q�G���W�K�H���S�V�H�X�G�R�����'��
�X�Q�L�W����

��

�)�L�J�X�U�H�����������3�U�R�S�H�U�W�L�H�V���R�I���W�K�H���E�R�W�W�R�P���E�H�G���L�Q���W�K�H���F�R�O�G���V�F�D�O�H���P�R�G�H�O���D�V���D���I�X�Q�F�W�L�R�Q���R�I���I�O�X�L�G�L�]�D�W�L�R�Q���Y�H�O�R�F�L�W�\�����X�S���V�F�D�O�H�G��
�Y�D�O�X�H�V�������D�����G�H�Q�V�H���E�H�G���K�H�L�J�K�W�����E�����V�R�O�L�G�V���F�R�Q�F�H�Q�W�U�D�W�L�R�Q���I�R�U��h� ���±�����������P�����1�R���G�H�Q�V�H���E�H�G���L�V���G�H�W�H�F�W�H�G���I�R�U���W�K�R�V�H���F�D�V�H�V���L�Q��
�Z�K�L�F�K���W�K�H���H�P�X�O�V�L�R�Q���S�K�D�V�H���R�F�F�X�S�L�H�V���D���V�P�D�O�O�H�U���Y�R�O�X�P�H���W�K�D�Q���W�K�H���E�X�E�E�O�H���S�K�D�V�H�����*�U�H�\���D�U�H�D���F�R�U�U�H�V�S�R�Q�G�V���W�R���Q�R���O�L�Q�H�D�U��

�S�U�H�V�V�X�U�H���G�U�R�S���E�H�O�R�Z���W�K�H���P�L�Q�L�P�X�P���G�H�W�H�F�W�D�E�O�H���G�H�Q�V�H���E�H�G���K�H�L�J�K�W�����&�R�P�S�L�O�H�G���I�U�R�P���3�D�S�H�U���1�1�1����



RESULTS AND DISCUSSION��

������
��

�,�Q���W�K�H���S�U�H�V�H�Q�F�H���R�I���D���G�H�Q�V�H���E�H�G�����E�X�E�E�O�H�V���I�R�U�P�����U�L�V�H���D�O�R�Q�J���W�K�H���E�H�G�����D�Q�G���H�U�X�S�W���D�W���W�K�H���E�H�G���V�X�U�I�D�F�H����
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�0�H�D�V�X�U�H�G���5�L�V�H�U��
�S�U�H�V�V�X�U�H���G�U�R�S��

ΔPriser�������H�[�S�>�N�3�D�@�� �����������K� �>���±�����@���P���� �����������K� �>�������±�����@���P���� �����������K� �>���±�����@���P����

�(�V�W�L�P�D�W�H�G���W�R�W�D�O��
�5�L�V�H�U���S�U�H�V�V�X�U�H���G�U�R�S��

ΔPriser-Tot���>�N�3�D�@ ���������� ���������� ��������

��

Experimentally-fitted (Exp) and 
modeled (Mod) values Exp Mod Exp Mod Exp�� Mod 

�'�H�F�D�\���F�R�H�I�I�L�F�L�H�Q�W��
�V�S�O�D�V�K���]�R�Q�H��

a���>�P�����@�� ������ �������� ������ �������� �������� ��������

�'�H�F�D�\���F�R�H�I�I�L�F�L�H�Q�W��
�W�U�D�Q�V�S�R�U�W���]�R�Q�H�� K���>�P�����@�� ���������� ������������ ���������� ������������ ���������� ������������

�(�Q�W�U�D�L�Q�H�G���V�R�O�L�G�V��
�F�R�Q�F�H�Q�W�U�D�W�L�R�Q�� Cs,entr���>�N�J���P���@�� ���� ���������� �������� ���������� �������� ����������

�'�L�P�H�Q�V�L�R�Q�O�H�V�V��
�H�Q�W�U�D�L�Q�H�G���I�O�X�[�� G*

s,entr���>���@�� ���������� ������������ ���������� ������������ ���������� ������������

�6�R�O�L�G�V��
�F�R�Q�F�H�Q�W�U�D�W�L�R�Q���L�Q��
�G�H�Q�V�H���E�H�G��

Cs,Hb���>�N�J���P���@�� �������� ���������� �������� ���������� �������
 �
�
��

�'�H�Q�V�H���E�H�G���K�H�L�J�K�W��Hb �>�P�@�� �������� ���������� ������ ���������� �� ����
*Experimentally-fitted solids concentration at h=0 m in the absence of a dense bed [using Hb=0 in Eq. (14)]. 
**The modeled values for the disperse-phase parameters (solids entrainment and decay coefficient in the transport zone) yield a 
higher pressure drop for this phase than the given experimental value for the total riser pressure drop. Thus, the model cannot 
describe this case due to the absence of a dense bed. 
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�I�O�X�L�G���G�\�Q�D�P�L�F�D�O���V�F�D�O�L�Q�J���O�D�Z�V�����L�V���V�K�R�Z�Q���W�R���U�H�S�U�R�G�X�F�H���D�F�F�X�U�D�W�H�O�\���W�K�H���I�O�X�L�G���G�\�Q�D�P�L�F�V���R�I���W�K�H���!��������
�0�: �W�K�� �&�)�%�� �E�R�L�O�H�U�� �X�V�H�G�� �D�V�� �U�H�I�H�U�H�Q�F�H���� �(�[�S�H�U�L�P�H�Q�W�D�O�� �F�D�P�S�D�L�J�Q�V�� �F�D�U�U�L�H�G�� �R�X�W�� �L�Q�� �W�K�L�V�� �F�R�O�G���V�F�D�O�H��
�P�R�G�H�O�����F�R�P�S�D�U�H�G���W�R���W�K�R�V�H���F�R�Q�G�X�F�W�H�G���L�Q���D�Q���L�Q�G�X�V�W�U�L�D�O���X�Q�L�W�����R�I�I�H�U���D���V�D�I�H�U���H�Q�Y�L�U�R�Q�P�H�Q�W�����Z�L�G�H�U���D�Q�G��
�P�R�U�H���I�O�H�[�L�E�O�H���R�S�H�U�D�W�L�R�Q�D�O���U�D�Q�J�H�V�����L�Q�F�U�H�D�V�H�G���P�H�D�V�X�U�H�P�H�Q�W���S�R�V�V�L�E�L�O�L�W�L�H�V�����D�Q�G���O�R�Z�H�U���F�R�V�W�V������

�7�K�H���S�U�H�V�H�Q�F�H���R�I���D���G�H�Q�V�H���E�H�G���U�H�V�X�O�W�V���L�Q���D�Q���L�Q�F�U�H�D�V�H���L�Q���V�R�O�L�G�V���H�Q�W�U�D�L�Q�P�H�Q�W���I�U�R�P���W�K�H���E�R�W�W�R�P���U�H�J�L�R�Q��
�Z�L�W�K���D�Q���L�Q�F�U�H�D�V�H���L�Q���I�O�X�L�G�L�]�D�W�L�R�Q���Y�H�O�R�F�L�W�\�����Z�K�L�O�H���W�K�H���D�E�V�H�Q�F�H���R�I���D���G�H�Q�V�H���E�H�G���\�L�H�O�G�V���X�Q�D�O�W�H�U�H�G���V�R�O�L�G�V��
�H�Q�W�U�D�L�Q�P�H�Q�W���Z�L�W�K���L�Q�F�U�H�D�V�L�Q�J���I�O�X�L�G�L�]�D�W�L�R�Q���Y�H�O�R�F�L�W�\�����,�Q���W�K�H���S�U�H�V�H�Q�F�H���R�I���D���G�H�Q�V�H���E�H�G�����W�K�H���K�H�L�J�K�W���R�I��
�W�K�H���E�H�G���G�R�H�V���Q�R�W���V�K�R�Z���D�Q�\���V�L�J�Q�L�I�L�F�D�Q�W���H�I�I�H�F�W���R�Q���H�L�W�K�H�U���W�K�H���V�R�O�L�G�V���H�Q�W�U�D�L�Q�P�H�Q�W���R�U���W�K�H���V�R�O�L�G�V���E�D�F�N��
�P�L�[�L�Q�J���U�D�W�H���L�Q���W�K�H���V�S�O�D�V�K���]�R�Q�H�����7�K�H���O�D�W�W�H�U���L�V���D�W�W�U�L�E�X�W�H�G���W�R���W�K�H���D�W�W�D�L�Q�P�H�Q�W�����I�R�U���W�\�S�L�F�D�O���E�H�G���K�H�L�J�K�W�V����
�L���H�������D�E�R�Y�H�����������P�����R�I���D���P�D�[�L�P�X�P���Y�D�O�X�H���I�R�U���W�K�H���H�U�X�S�W�L�Q�J���E�X�E�E�O�H���V�L�]�H�����Z�K�L�F�K���J�R�Y�H�U�Q�V���W�K�H���V�R�O�L�G�V��
�H�M�H�F�W�L�R�Q���L�Q�W�R���W�K�H���V�S�O�D�V�K���]�R�Q�H�����7�K�H���V�R�O�L�G�V���E�D�F�N���P�L�[�L�Q�J���L�Q���W�K�H���W�U�D�Q�V�S�R�U�W���]�R�Q�H���L�V���J�R�Y�H�U�Q�H�G���E�\���W�K�H��
�W�U�D�Q�V�I�H�U���R�I���S�D�U�W�L�F�O�H�V���W�K�U�R�X�J�K���W�K�H���F�R�U�H���Z�D�O�O���O�D�\�H�U���E�R�X�Q�G�D�U�\�����Z�K�L�F�K���L�V���E�\���'�1�6���P�R�G�H�O�L�Q�J���V�K�R�Z�Q��
�W�R���E�H���G�U�L�Y�H�Q���E�\���W�X�U�E�R�S�K�R�U�H�V�L�V�����7�K�H���V�R�O�L�G�V���E�D�F�N���I�O�R�Z���D�W���W�K�H���U�L�V�H�U���H�[�L�W���L�Q�F�U�H�D�V�H�V���Z�L�W�K���L�Q�F�U�H�D�V�L�Q�J��
�J�D�V���Y�H�O�R�F�L�W�\�����W�K�X�V�����Z�L�W�K���S�D�U�W�L�F�O�H���Y�H�O�R�F�L�W�\�����D�Q�G�����W�K�H�U�H�I�R�U�H�����F�D�Q�Q�R�W���J�H�Q�H�U�D�O�O�\���E�H���Q�H�J�O�H�F�W�H�G����
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�$���V�L�P�S�O�H���0�R�Q�W�H���&�D�U�O�R���P�R�G�H�O���I�R�U���W�K�H���G�H�F�D�\���F�R�H�I�I�L�F�L�H�Q�W���L�Q���W�K�H���V�S�O�D�V�K���]�R�Q�H���L�V���S�U�R�S�R�V�H�G���E�D�V�H�G���R�Q��
�W�K�H���D�V�V�X�P�S�W�L�R�Q���R�I���J�U�D�Y�L�W�\���G�U�L�Y�H�Q���E�D�O�O�L�V�W�L�F���W�U�D�M�H�F�W�R�U�L�H�V���I�R�U���W�K�H���S�D�U�W�L�F�O�H���F�O�X�V�W�H�U�V���D�Q�G���V�K�R�Z�L�Q�J���J�R�R�G��
�D�J�U�H�H�P�H�Q�W�� �Z�L�W�K�� �W�K�H�� �P�H�D�V�X�U�H�P�H�Q�W�V���� �)�X�U�W�K�H�U�P�R�U�H���� �H�[�S�H�U�L�P�H�Q�W�D�O�� �G�D�W�D�� �F�R�Y�H�U�L�Q�J�� �Z�L�G�H�� �U�D�Q�J�H�V�� �R�I��
�X�Q�L�W�� �V�L�]�H���� �W�H�P�S�H�U�D�W�X�U�H���� �D�Q�G�� �S�D�U�W�L�F�O�H�� �V�L�]�H�� �D�Q�G�� �G�H�Q�V�L�W�\�� �K�D�Y�H�� �E�H�H�Q�� �X�V�H�G�� �W�R�� �G�H�U�L�Y�H�� �D�Q�� �H�P�S�L�U�L�F�D�O��
�H�[�S�U�H�V�V�L�R�Q�� �W�R�� �S�U�H�G�L�F�W���W�K�H�� �V�R�O�L�G�V�� �H�Q�W�U�D�L�Q�P�H�Q�W�� �I�U�R�P���W�K�H�� �E�R�W�W�R�P�� �U�H�J�L�R�Q�� �E�D�V�H�G�� �R�Q�� �G�L�P�H�Q�V�L�R�Q�O�H�V�V��
�S�D�U�D�P�H�W�H�U�V�����)�L�Q�D�O�O�\�����D�Q���H�[�S�U�H�V�V�L�R�Q���I�R�U���W�K�H���G�H�F�D�\���F�R�H�I�I�L�F�L�H�Q�W���L�Q���W�K�H���W�U�D�Q�V�S�R�U�W���]�R�Q�H���L�V���S�U�R�S�R�V�H�G��
�E�D�V�H�G���R�Q���D��Sh���Q�X�P�E�H�U���H�[�S�U�H�V�V�L�R�Q���I�R�U���W�X�U�E�X�O�H�Q�W���L�Q�W�H�U�Q�D�O���I�O�R�Z���D�Q�G���D���W�X�U�E�X�O�H�Q�F�H���E�D�V�H�G���P�R�G�H�O���I�U�R�P��
�W�K�H���O�L�W�H�U�D�W�X�U�H���I�R�U���W�K�H���O�D�W�H�U�D�O���G�L�V�S�H�U�V�L�R�Q�����$�I�W�H�U���I�L�W�W�L�Q�J���R�I���R�Q�H���F�R�H�I�I�L�F�L�H�Q�W�����W�K�L�V���H�[�S�U�H�V�V�L�R�Q���L�V���D�E�O�H���W�R��
�G�H�V�F�U�L�E�H���D���Z�L�G�H���U�D�Q�J�H���R�I���H�[�S�H�U�L�P�H�Q�W�D�O���G�D�W�D���R�Q���O�D�U�J�H���V�F�D�O�H���&�)�%���E�R�L�O�H�U�V���W�D�N�H�Q���I�U�R�P���W�K�H���O�L�W�H�U�D�W�X�U�H����

�,�Q���D�G�G�L�W�L�R�Q�����L�W���L�V���V�K�R�Z�Q���W�K�D�Q���W�K�H���N�Q�R�Z�O�H�G�J�H���J�D�L�Q�H�G���D�Q�G���H�[�S�U�H�V�V�L�R�Q�V���S�U�R�S�R�V�H�G���F�D�Q���E�H���F�R�P�E�L�Q�H�G��
�W�R���J�H�Q�H�U�D�W�H���U�H�O�L�D�E�O�H���S�U�H�G�L�F�W�L�R�Q�V���R�I���W�K�H���V�R�O�L�G�V���I�O�R�Z���L�Q���&�)�%���I�X�U�Q�D�F�H�V���D�Q�G���W�K�X�V���W�K�H���F�O�R�V�X�U�H���R�I���W�K�H��
�P�D�V�V���E�D�O�D�Q�F�H���I�R�U���W�K�H���V�R�O�L�G�V���S�K�D�V�H�����Z�L�W�K�R�X�W���W�K�H���Q�H�H�G���I�R�U���D�Q�\���H�P�S�L�U�L�F�D�O���L�Q�S�X�W���U�H�J�D�U�G�L�Q�J���W�K�H���I�O�R�Z��
�H�V�W�D�E�O�L�V�K�H�G�� �L�Q�V�L�G�H�� �W�K�H�� �I�X�U�Q�D�F�H���� �6�X�F�K�� �S�U�H�G�L�F�W�L�R�Q�V�� �D�U�H�� �V�K�R�Z�Q�� �W�R�� �\�L�H�O�G�� �J�R�R�G�� �D�J�U�H�H�P�H�Q�W�� �Z�L�W�K��
�P�H�D�V�X�U�H�P�H�Q�W�V���S�H�U�I�R�U�P�H�G���L�Q���O�D�U�J�H���V�F�D�O�H���&�)�%���E�R�L�O�H�U�V�����H�[�F�H�S�W���I�R�U���W�K�R�V�H���F�D�V�H�V���L�Q���Z�K�L�F�K���D���G�H�Q�V�H��
�E�H�G���L�V���Q�R�W���S�U�H�V�H�Q�W���L�Q���W�K�H���E�R�W�W�R�P���U�H�J�L�R�Q�����I�R�U���Z�K�L�F�K���W�K�H���V�R�O�L�G�V���H�Q�W�U�D�L�Q�P�H�Q�W���I�U�R�P���W�K�H���E�R�W�W�R�P���U�H�J�L�R�Q��
�L�V�� �V�L�J�Q�L�I�L�F�D�Q�W�O�\�� �O�R�Z�H�U������ �:�L�W�K�� �W�K�L�V�� �L�P�S�U�R�Y�H�P�H�Q�W�� �L�Q�� �W�K�H�� �D�F�F�X�U�D�F�\�� �D�Q�G�� �Y�D�O�L�G�L�W�\�� �U�D�Q�J�H�� �R�I�� �W�K�H��
�P�R�G�H�O�L�Q�J�� �W�R�R�O�V�� �E�D�V�H�G�� �R�Q�� �W�K�H�� �D�Y�D�L�O�D�E�O�H�� �O�L�W�H�U�D�W�X�U�H�� �R�I�� �O�D�U�J�H���V�F�D�O�H�� �&�)�%�� �I�X�U�Q�D�F�H�V�� �D�Q�G�� �F�R�Y�H�U�L�Q�J�� �D��
�Z�L�G�H�� �U�D�Q�J�H�� �R�I�� �R�S�H�U�D�W�L�R�Q�D�O�� �F�R�Q�G�L�W�L�R�Q�V�� �W�K�U�R�X�J�K�� �H�[�S�H�U�L�P�H�Q�W�V�� �L�Q�� �F�R�O�G�� �I�O�R�Z�� �P�R�G�H�O�V���� �W�K�L�V�� �W�K�H�V�L�V��
�V�X�S�S�R�U�W�V���W�K�H���G�H�V�L�J�Q���D�Q�G���V�F�D�O�H���X�S���R�I���&�)�%���S�U�R�F�H�V�V�H�V����
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�)�X�W�X�U�H���Z�R�U�N��

�7�K�H���I�R�O�O�R�Z�L�Q�J���U�H�V�H�D�U�F�K���T�X�H�V�W�L�R�Q�V���D�U�L�V�H���I�U�R�P���W�K�H���S�U�H�V�H�Q�W���Z�R�U�N���D�Q�G���Z�D�U�U�D�Q�W���I�X�U�W�K�H�U���L�Q�Y�H�V�W�L�J�D�W�L�R�Q����
�7�K�L�V���Z�R�X�O�G���S�U�R�Y�L�G�H���D�G�G�L�W�L�R�Q�D�O���Y�D�O�X�D�E�O�H���L�Q�V�L�J�K�W�V���L�Q�W�R���W�K�H���P�H�F�K�D�Q�L�V�P�V���J�R�Y�H�U�Q�L�Q�J���W�K�H���V�R�O�L�G�V���I�O�R�Z��
�S�D�W�W�H�U�Q���L�Q���O�D�U�J�H���V�F�D�O�H���&�)�%���E�R�L�O�H�U�V����
��

�� Solids back-mixing in the splash zone���� �+�R�Z�� �F�D�Q�� �W�K�H�� �V�R�O�L�G�V�� �H�M�H�F�W�L�R�Q�� �I�U�R�P�� �W�K�H�� �E�R�W�W�R�P��
�U�H�J�L�R�Q���R�I���W�K�H���I�X�U�Q�D�F�H���L�Q���W�K�H���D�E�V�H�Q�F�H���R�I���D���G�H�Q�V�H���E�H�G���E�H���G�H�V�F�U�L�E�H�G���P�H�F�K�D�Q�L�V�W�L�F�D�O�O�\�"����

��
�� Solids entrainment from the bottom region�����:�K�D�W���J�R�Y�H�U�Q�V���W�K�L�V���V�R�O�L�G�V���H�Q�W�U�D�L�Q�P�H�Q�W���L�Q���W�K�H��

�D�E�V�H�Q�F�H�� �R�I�� �D�� �G�H�Q�V�H�� �E�R�W�W�R�P�� �E�H�G�� �D�Q�G�� �K�R�Z�� �F�D�Q�� �L�W�� �E�H�� �G�H�V�F�U�L�E�H�G�"�� �+�R�Z�� �L�V�� �W�K�L�V�� �V�R�O�L�G�V��
�H�Q�W�U�D�L�Q�P�H�Q�W���D�I�I�H�F�W�H�G���E�\�� �O�D�W�H�U�D�O���L�Q�M�H�F�W�L�R�Q�V���R�I�� �J�D�V���I�R�U���G�L�I�I�H�U�H�Q�W���U�L�V�H�U���V�L�]�H�V�� �D�Q�G���L�Q�M�H�F�W�L�R�Q��
�Y�H�O�R�F�L�W�L�H�V���P�R�P�H�Q�W�X�P�V�"����

��
�� Back-flow effect���� �&�D�Q�� �W�K�L�V�� �O�R�F�D�O�� �V�R�O�L�G�V�� �E�D�F�N���P�L�[�L�Q�J�� �E�H�� �J�H�Q�H�U�D�O�O�\�� �G�H�V�F�U�L�E�H�G�� �W�K�U�R�X�J�K��

�G�L�P�H�Q�V�L�R�Q�O�H�V�V�� �Q�X�P�E�H�U�V�� ���6�W�R�N�H�V���� �5�H�\�Q�R�O�G�V���� �)�U�R�X�G�H���� �I�R�U�� �G�L�I�I�H�U�H�Q�W�� �F�R�Q�G�L�W�L�R�Q�V���� �V�R�O�L�G�V��
�S�U�R�S�H�U�W�L�H�V�����D�Q�G���U�L�V�H�U���V�L�]�H�V���D�Q�G���H�[�L�W���J�H�R�P�H�W�U�L�H�V�"��

��
�:�K�L�O�H�� �W�K�L�V�� �Z�R�U�N�� �K�D�V�� �I�R�F�X�V�H�G�� �R�Q�� �W�K�H�� �P�D�F�U�R�V�F�R�S�L�F�� �I�H�D�W�X�U�H�V�� �R�I�� �W�K�H�� �V�R�O�L�G�V�� �I�O�R�Z�� �F�R�Q�G�L�W�L�R�Q�V���� �W�K�H��
�S�R�V�V�L�E�L�O�L�W�L�H�V�� �W�R�� �V�W�X�G�\�� �W�K�H�� �V�R�O�L�G�V�� �I�O�R�Z�� �D�W�� �V�P�D�O�O�H�U�� �V�F�D�O�H�V�� �V�K�R�X�O�G�� �E�H�� �H�[�S�O�R�L�W�H�G�� �W�R�� �U�H�Y�H�D�O�� �W�K�H��
�X�Q�G�H�U�O�\�L�Q�J���S�K�H�Q�R�P�H�Q�D���R�I���W�K�H���V�R�O�L�G�V���I�O�R�Z�����7�K�H���I�O�X�L�G���G�\�Q�D�P�L�F�D�O�O�\���G�R�Z�Q���V�F�D�O�H�G���X�Q�L�W���X�V�H�G���L�Q���W�K�L�V��
�W�K�H�V�L�V���U�H�S�U�H�V�H�Q�W�V���D���J�U�H�D�W���R�S�S�R�U�W�X�Q�L�W�\���W�R���D�S�S�O�\���D�G�Y�D�Q�F�H�G���G�L�D�J�Q�R�V�W�L�F���W�H�F�K�Q�L�T�X�H�V���L�Q���D���F�R�Q�Y�H�Q�L�H�Q�W��
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�1�R�P�H�Q�F�O�D�W�X�U�H��
a �'�H�F�D�\���F�R�H�I�I�L�F�L�H�Q�W���R�I���W�K�H���V�S�O�D�V�K���]�R�Q�H�� �>�����P�@��
A �&�U�R�V�V���V�H�F�W�L�R�Q�D�O���D�U�H�D���� �>�P���@��
Cs �&�R�Q�F�H�Q�W�U�D�W�L�R�Q���R�I���S�D�U�W�L�F�O�H�V�� �>�N�J���P���@��
𝐶௦,௘௡௧௥  �(�Q�W�U�D�L�Q�H�G���F�R�Q�F�H�Q�W�U�D�W�L�R�Q���D�W���W�K�H���G�H�Q�V�H���E�H�G�� �>�N�J���P���@��
D  �(�T�X�L�Y�D�O�H�Q�W���U�L�V�H�U���G�L�D�P�H�W�H�U�� �>�P�@��
dp �3�D�U�W�L�F�O�H���G�L�D�P�H�W�H�U�� �>���P�@��

𝐷௦,௟௔௧  �6�R�O�L�G�V���P�D�F�U�R�V�F�R�S�L�F���G�L�V�S�H�U�V�L�R�Q���L�Q���W�K�H���O�D�W�H�U�D�O��
�G�L�U�H�F�W�L�R�Q��

�>�P�����V�@��

F �)�O�R�Z���R�I���V�R�O�L�G�V�� �>�N�J���V�@��
g �*�U�D�Y�L�W�\���F�R�Q�V�W�D�Q�W�������������� �>�P���V���@��

Gs �(�[�W�H�U�Q�D�O���F�L�U�F�X�O�D�W�L�R�Q���R�I���V�R�O�L�G�V�� �>�N�J���P���V�@��

𝐺௦.௘௡௧௥
∗   �'�L�P�H�Q�V�L�R�Q�O�H�V�V���H�Q�W�U�D�L�Q�H�G���I�O�X�[�� �>���@��

h �+�H�L�J�K�W���R�Y�H�U���G�L�V�W�U�L�E�X�W�R�U���S�O�D�W�H�� �>�P�@��

Hb �'�H�Q�V�H���E�H�G���K�H�L�J�K�W�� �>�P�@��
H �7�R�S���K�H�L�J�K�W���R�I���W�K�H���I�X�U�Q�D�F�H�� �>�P�@��
k �0�D�V�V���W�U�D�Q�V�I�H�U���F�R�H�I�I�L�F�L�H�Q�W�� �>�P���V�@��
K �'�H�F�D�\���F�R�H�I�I�L�F�L�H�Q�W���R�I���W�K�H���W�U�D�Q�V�S�R�U�W���]�R�Q�H�� �>�����P�@��
kb �%�D�F�N���I�O�R�Z���U�D�W�L�R�� �>���@��
L* �6�F�D�O�H���I�D�F�W�R�U���I�R�U���O�H�Q�J�W�K�� �>���@��
W, D �'�L�P�H�Q�V�L�R�Q�V���R�I���W�K�H���U�L�V�H�U�V�� �>�P�@��
l �/�H�Q�J�W�K�� �>�P�@��
m* �6�F�D�O�H���I�D�F�W�R�U���I�R�U���P�D�V�V�� �>���@��
∆𝑃 �'�L�I�I�H�U�H�Q�W�L�D�O���S�U�H�V�V�X�U�H�� �>�3�D�@��
Pe �3�p�F�O�H�W���Q�X�P�E�H�U�� �>���@��
PSD �3�D�U�W�L�F�O�H���V�L�]�H���G�L�V�W�U�L�E�X�W�L�R�Q�� �>���@��
𝑟  �&�O�X�V�W�H�U�L�Q�J���D�W���D���Q�H�W���Y�R�O�X�P�H�W�U�L�F���U�D�W�H�� �>�����V�@��
Re �5�H�\�Q�R�O�G�V���Q�X�P�E�H�U�� �>���@��
St �6�W�R�N�H�V���Q�X�P�E�H�U�� �>���@��
Sh �6�K�H�U�Z�R�R�G���Q�X�P�E�H�U�� �>���@��

t �7�L�P�H�� �>�V�@��

t* �6�F�D�O�H���I�D�F�W�R�U���I�R�U���W�L�P�H�� �>���@��
u �)�O�X�L�G�L�]�D�W�L�R�Q���Y�H�O�R�F�L�W�\�� �>�P���V�@��
u0 �)�O�X�L�G�L�]�D�W�L�R�Q���Y�H�O�R�F�L�W�\�� �>�P���V�@��

umf �0�L�Q�L�P�X�P���I�O�X�L�G�L�]�D�W�L�R�Q���Y�H�O�R�F�L�W�\�� �>�P���V�@��

ut �7�H�U�P�L�Q�D�O���Y�H�O�R�F�L�W�\�� �>�P���V�@��

z �+�H�L�J�K�W���L�Q���W�K�H���U�L�V�H�U���� �>�P�@��
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Greek letters: 

∅௛  �+�\�G�U�D�X�O�L�F���G�L�D�P�H�W�H�U�������:�'�������:�����'���� �>�P�@��

𝜀௚  �*�D�V���I�U�D�F�W�L�R�Q�� �>���@��

𝜌௚  �'�H�Q�V�L�W�\���R�I���J�D�V�� �>�N�J���P���@��

𝜌௦  �'�H�Q�V�L�W�\���R�I���V�R�O�L�G���S�D�U�W�L�F�O�H�V�� �>�N�J���P���@��

δb �%�X�E�E�O�H���I�U�D�F�W�L�R�Q�� �>���@��

εs �3�D�U�W�L�F�O�H���I�U�D�F�W�L�R�Q�� �>���@��

μg �*�D�V���Y�L�V�F�R�V�L�W�\�� �>�3�D�V�@��
�� �5�H�O�D�W�L�Y�H���J�D�V���Y�H�O�R�F�L�W�\����� �X�J���X�W�� �>���@��
Ф �3�D�U�W�L�F�O�H���V�S�K�H�U�L�F�L�W�\�� �>���@��
ψ �6�W�R�N�H�V���F�R�U�U�H�F�W�L�R�Q���I�D�F�W�R�U�� �>���@��

 

Subscripts��

backflow �%�D�F�N�I�O�R�Z��
Bot �9�D�O�X�H���D�W���W�K�H���E�R�W�W�R�P���R�I���W�K�H���I�X�U�Q�D�F�H��
cluster �%�X�E�E�O�H���H�U�X�S�W�L�R�Q���L�Q�W�R���W�K�H���V�S�O�D�V�K���]�R�Q�H��
core �9�D�O�X�H�V���I�U�R�P���W�K�H���F�R�U�H��

DC �'�R�Z�Q�F�R�P�H�U��

disperse �'�L�V�S�H�U�V�H�G���S�K�D�V�H���L�Q�W�R���W�K�H���W�U�D�Q�V�S�R�U�W���]�R�Q�H��
entr �(�Q�W�U�D�L�Q�H�G���V�R�O�L�G�V���I�U�R�P���E�R�W�W�R�P��
Exit �9�D�O�X�H���D�W���W�K�H���F�\�F�O�R�Q�H���H�[�L�W��
g �*�D�V��

Hb �9�D�O�X�H�V���L�Q���W�K�H���G�H�Q�V�H���E�H�G��

lat �/�D�W�H�U�D�O���G�L�V�S�H�U�V�L�R�Q��

layer �:�D�O�O���O�D�\�H�U��
Max �0�D�[�L�P�X�P���Y�D�O�X�H��
Min �0�L�Q�L�P�X�P���Y�D�O�X�H��
p �3�D�U�W�L�F�O�H��
Ref �5�H�I�H�U�H�Q�F�H���Y�D�O�X�H�V���P�H�D�V�X�U�H�G���L�Q���W�K�H���U�D�Q�J�H���R�I���K� �������±���������P����
Riser �5�L�V�H�U�����Y�D�O�X�H�V���P�H�D�V�X�U�H�G���I�R�U���W�K�H���Z�K�R�O�H���I�X�U�Q�D�F�H����
s �6�R�O�L�G�V��
Top �9�D�O�X�H���D�W���W�K�H���W�R�S���R�I���W�K�H���I�X�U�Q�D�F�H��
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