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Ulf Persson

Inledning

Ar matematik en vetenskap? Har den éverhuvudtaget ndgot att géra med verkligheten? Eller
utgor den endast ett hjarnspoke? Ingenting ar mera obestandigt an vad vi endast forestaller
oss i var fantasi; men andock ar det inget som vi har en mer intim relation med &n var
tankevarld, vilket far oss att paminnas om Descartes valkdanda aforism. Forestallningsvarlden
skall naturligtvis tas i sin vidaste betydelse, inte bara den visuella, aven om den visuella
metaforen dr den mest sldende for att beskriva tdnkandet och forstaelsen. Kan du bok-
stavligen forestalla dig en polygon med tusen sidor (for att &n en gang aberopa Descartes),
och pa samma satt som man nar man blundar kan se framfor sig en triangel eller en kvadrat.
Jag misstanker att de flesta lasare skulle ha stora svarigheter med att se en regelbunden
heptagon (i motsats till en hexagon eller octagon), men kan vi forestdlla oss att inte
ogonblickligen kdnna igen en triangel eller kvadrat? Emellertid har vi inga svarigheter att
forestalla oss att sadana objekt, som tusensidiga polygoner, existerar, och vi kan i sjalva verket
stalla och besvara ett otal fragor om dem, och ej heller skulle vi m6ta odverstigliga hinder i att
forfardiga fysiskt existerande representationer av dessa objekt, baserade pa var formaga att
forestalla oss att de existerar. Helt apropd, var formaga att med ett 6gonkast bestdmma
antalet objekt utan att saledes rakna dem ar begrédnsad till ungefar fyra (mer om de é&r
presenterade pa ett strukturerat satt, vi behdver inte rdakna horn for att skilja mellan en
kvadrat och en pentagon) vilket tydligen inte ar battre an vad rattor och krakor méaktar. Att
rakna ar saledes en strategi vi utvecklat for att kompensera for var svaga kognitiva férmaga
som inte ar mycket att skryta med jamfért med manga djurs (schimpanser lar vara overlagsna
manniskor nar det galler att spela ‘'memory’) och som utgor den enklaste kopplingen mellan
matematiken och verkligheten och utgér nagot objektivt som vi alla maste vara 6verens om.

Naturligtvis intrader varje gang matematiken tillampas pa den verkliga varlden aspekter som
ligger utanfér matematiken. Det ar en sak att rakna nagra knappar som ligger pa ett bord och
nagonting helt annat att rdakna objekt som kan vara svara att sarskilja fran varandra liksom
svara att avgora om det skall raknas eller inte (t.ex. rostsedlar). Med andra ord det
grundlaggande problemet med att rakna i verkliga livet &r att ha tillgang till en valdefinierad
mangd av valdefinierade objekt. Dessutom om antalet objekt ar mycket stort bli en direkt
fysisk rakning ogorlig. Du 6vertygar inte dig sjalv om att tusen plus tusen ar tva tusen genom
att forfardiga tusen sma papperslappar av sag gult papper och pa samma satt tusen sma lappar
av ett blatt papper, och sedan blanda dem samman och rékna en efter en. Detta en efter en
raknande, vilket utgor den psykologiska basen for Peanos axiom, ar omojlig att genomféra om
du vill rakna antalet bocker i Borges babelska bibliotek (antagande en precis definition av vad
som ar en bok, nagot som Borges faktiskt tillhandahaller, men det star dig givetvis fritt att
foresla din egen) men du har inga svarigheter att presentera detta tal i var standardiserade
positionsform, betydligt svarare skulle det vara att representera det med en hég av knappar.
Nagot sadan skulle utgbra en uppgift vars praktiska problem skulle inte st& i rimlig proportion
till de eventuella praktiska fordelar denna skulle medféra. Sa mycket for dem, som likt J.S. Mill
onskar forankra raknandet till det konkreta, och begransa vad vi vet till det fysiskt patagliga.

Efter denna inledning ar vi beredda att skrida till verket.



Matematik som vetenskap

Vad vi inte kan undvika ar det fysiska rummet dar allting tilldrager sig ordnade av tiden. Om vi
begransar oss till rummet konfronteras vi med geometrin som gar langt utover dess praktiska
roll som dess namn avsldjar. Syftet med Euklides framstédllning ar att ge en matematisk
beskrivning av det for att gora det tillgangligt till den méanskliga férestallningen (inte bara dess
hand). De gamla grekernas stora bidrag till matematiken och darmed till vetenskapen var den
deduktiva metoden vilket ledde till den axiomatiska grunden®. Detta mojliggor for den
manskliga forestallningen att ta kontrollen 6ver rummet; vilket innebar att istallet for att bege
dig ut och handfast konfrontera rummet kan du forlita dig pa din formaga att resonera. Nar
du inser detta for forsta gangen ar detta med en berusande kansla. Du kontrollerar varlden
och inte tvartom! Ett grundlaggande antagande ar att de sanningar som har erhallits genom
tanken bygger pa en solidare grund dn de som erhalles genom sinnesintryck. Den inledande,
nagot naiva uppfattningen, ar att man genom att satta upp ett axiomatiskt system kan man
genom en rent deduktiv process na sanningar bortom tvivel; men det hela &r mera subtilt. For
det forsta man maste starta nagonstans, man kan inte tillata en odndlig regress. Och nar det
gdller axiomen kan det vara behandigt att gora en skillnad mellan axiom och postulat som
Euklides gjorde. Axiomen har att gora med resonerandets principer som ar universella och
omedelbart igenkdnnbara sasom sanna och oundvikliga, kort sagt sjalvklara (som sagt med
tanken har vi det intimaste forhallandet); medan de senare har att géra med grundlaggande
fakta om de objekt vi amnar studera syntetiska fakta a priori i Kants terminologi. Det forsta
kan vara svart att formulera och framfor allt att gora en komplett lista av eftersom manga satt
att resonera igenkdnns som sadana nar de forst dyker upp (precis som om man alltid har kant
till dem, men bara glomt dem - jamfor Platons forestalining om amnesen). Man formulerar
detta som att det ar intuitionen vars auktoritet utgér grunden for axiomen. Nar det galler
postulaten har vi ambitionen att géra dem lika sjdlvklara som axiomen, men harvidlag
upptacker vi att en perspektivforskjutning har agt rum. Postulaten ses inte langre sdsom sanna
i ndgon djupare mening utan som konventioner; de ar sanna ty vi bestimmer oss helt enkelt
for att de skall vara sanna. Vi fragar aldrig om reglerna for schack ar sanna, det ar en
overenskommelse och det definierar spelet schack, pa samma satt skall man betrakta
postulatens sanningsvarde, de ar helt enkelt tautologiskt sanna. Pa detta satt ar vara
studieobjekt definierade av postulaten, snarare an att de senare utgor ett uttryck for de forra.
| detta perspektiv kan vi tala om de objekt matematiker studerar som hjarnspdoken, men det
finns en hake till detta, som vi kommer att se senare. Axiom, i meningen
resonemangsprinciper® dr en del av hardvaran och kan inte dndras lika l4tt. Folk kan lockas att
betrakta logiken sjdlv som en mansklig konvention (i sjalva verket nagot som har padyvlats
manskligheten av vita man) men hur formulerar man en alternativ logik? Och framfér allt hur
kan du tillampa den utan att falla tillbaka i gamla spar? | sjalva verket om du kan tillampa dessa
nya resonemangs principer sa ror det sig om postulat inte om axiom. Om du har getts reglerna

' Man kan jamfora med den grekiska materialistiska atomldran, som visserligen var rent spekulativ, men som
foretar sldaende likheter med den axiomatiska metoden. Essensen av denna ar att materian ar inte oandligt delbar
och att de minsta partiklarna har inga inneboende egenskaper alls, ty da vore den inte delbar. Materians
egenskaper ar baserade pa (kan harledas ur) kombinationer av partiklar, och detta synsatt (meta-paradigm?) har
vaglett utvecklingen av den moderna kemin. P4 samma satt sag grekerna pa axiomen, som odelbara (icke
héarledbara ur enklare) och satser som intrikata kombinationer av axiom.

’det ar givetvis en kalla till missforstand harvidlag eftersom i dagligt tal axiom identifieras med vad jag kallar
postulat



for ett spel sa ar det underforstatt att du maste foélja dem, men detta krav kan inte laggas till
reglerna.

Det yttersta syftet med att etablera ett axiomatiskt system ar inte att uppna total visshet,
detta ar sannerligen en undflyende ambition, utan for att goéra de underliggande
resonemangen transparanta och darmed géra det méjligt att dela dem och darmed kritisera,
och, som det ar viktigt att understryka, syftet med kritik ar inte att avfarda utan att modifiera.
Genom detta blir den matematiska varlden en del av den sociala och uppfyller darmed de
kriterier pa objektivitet som tillhor denna. Den axiomatiska ansatsen ar nara relaterad till det
demokratiska projektet. Demokratins kdrna &r inte, i motsats till vad i folk i allmédnhet tycks
tro, att avgora fragor genom omrdstning, utan transparensen. Detta innebar ett Oppet
redovisande av argument, liksom ratten for alla att delta i diskussionen; och vad som skall
beddmas ar inte de som framfor dem, utan det inneboende vardet av vad de framfor. Den
axiomatiska presentationen av matematiken placerar den pa samma sociala niva som ett spel
eller en domstol. Detta har féranlett personer som Reuben Hersh att betrakta matematiken
som en del av den manskliga kulturen jamférbart med konsten och rattssystemet, och
speciellt att inte erkdnna nagon hogre form av objektivitet 4n den sociala. Den logiska (eller
skall jag skriva den bokstavliga) slutsatsen hamnar i post-modernismen, den moderna
versionen av den gamla sofismen. Ett kritiskt forkastande av detta leder till frdgan om
Platonismen, mer specifikt den matematiska Platonismen, till vilken vi skall aterkomma.

Under 1900-talets tidiga decennier inleddes ett forsok att satta det logiska tankandet under
lupp. | sjalva verket att gora postulat av axiom, ja att rentav att forsoka gora det logiska
tankandet sjalv till ett féremal fér en matematisk studie. Vi kan tinka pa detta som
introspektion par excellence, eftersom det innebar att den mest intima formen av manskligt
resonerande skulle distanserat nagelfaras. Aristoteles var pionjaren genom sin axiomatisering
av syllogismer vilket foregick Euklides men i motsats till den senare elegant genomfért utan
defekter (men uppenbarligen var Aristoteles uppgift mycket enklare). C.S. Peirce kan ses som
den forste moderne matematiske logikern, och hans tankar om detta ar mycket intressanta.
Han havdade att vissa matematiska objekt, som de hela talen, kan mycket val vara mer
grundlaggande an logiken. Vidare férnekade han att matematiker har nagot behov att studera
logik, for dem var logiken inneboende och innebar inget 'studium utav’ i motsats till ett
'studium genom’. Ja matematiken innefattar langa och komplicerade deduktiva tankekedjor
utan motsvarighet i andra manskliga sammanhang, ndgot som bara blivit n tydligare under
1900-talet. Slutligen forklarade han att matematisk logik hade ingenting att géra med
matematikens grundvalar, utan var att betrakta som en del av matematiken (och inte
nodvandigtvis en viktig eller intressant del?) men jag misstdanker att det kan vara den del av
matematiken som ar mest tillganglig for lekman. Jag tror att man med sdkerhet kan havda att
Peirce skulle ta avstand fran varje antydan att matematiken kan reduceras till logiken och till
ett manipulerande av formella symboler utan ndgon mening, en attityd som delades av Russell
och Wittgenstein. Detta betyder inte att Peirce var ointresserad av att manipulera formella
symboler, men att han hade en klar uppfattning om dess begransningar. Enligt honom horde
den logiska basen fér matematiken, som alla matematiker insép med modersmjolken, till
moralfilosofin.

Den bokstavliga konsekvensen av en axiomatisk ansats ar en formalism som reducerar
matematiska objekt och teorier till spel med ingen relation till verkligheten och vilket saledes
innebar att fragan om sanning ar irrelevant och saknar metafysisk mening. Detta var inte vad
de gamla grekerna hade i atanke utan de var genuint intresserade i nagonting verkligt - det



fysiska rummet. De postulat de valde var inga konventioner men sjalvklara sanningar som
kunde lika lite ifragasattas som principerna for logiskt tdankande. Saledes var det inte en
tillfallighet att postulaten skulle vara sa enkla och sa fa som mdjligt (i samma anda som
Descartes efterlysning av klara och valdefinierade begrepp). Det ar precis genom denna
forankring i en fysisk verklighet som gjorde den axiomatiska ansatsen sa spannande eftersom
den forlanade makt over verkligheten, vilket inte skulle ha varit fallet om det endast rort sig
om ett formellt system uppstallt via fiat. Det ar upplysande att jamféra Euklides axiomatiska
system med ett mycket modernare, namligen Zermelo-Fraenkels axiom for mangdlaran. Den
forra ar valkand for alla matematiker (eller borde vara det) och var fram till 60- talet nagot
som skolbarnen konfronterades med; medan fa matematiker bekymrar sig om Zermelo-
Fraenkel annat dn som ett kuriosum. Ingen matematiker som inte ar specifikt involverad med
matematisk logik behover referera till det i sin forskning. Den stora skillnaden mellan Euklides
och Zermelo-Frankel ar att den forra handlar om nagonting som ar av stort intresse for de
flesta av oss, namligen det fysiska rummet, medan Zermelo-Frankel handlar om ett
matematiskt sprak, namligen mangdlaran. Den naiva mangdlaran ledde till en radda
motsagelser, den mest kdnda varandes Russell-paradoxen 3 vilket uppenbarligen var hogst
genant, saledes valdes axiomen for att undvika de uppenbara fallgroparna. Man kan se pa
axiomen som ett slags trafikregler, eller mera generellt som en kodifierad rattsbalk, eller, for
att ta sprakmetaforen bokstavligt, en grammatik. Det fysiska rummet ar oss givet, men sprak
uppfinner vi sjalva (lat vara att de tenderar att leva sina egna liv), och ar saledes bara sociala
konventioner (vilket ar ett steg ovan individuella egenheter). Mangdlaran utgér matematikens
sprék, men ar matematiken bara ett vetenskapens sprak, som Galileo hivdade*. Men
utvecklandet av mangdlaran hade ett definitivt syfte lierat med axiomatiseringens formalism.
Ett axiomatiskt system ma inte ha nagon pataglig relation till verkligheten, men som sadant
utgor den sin egen verklighet. For att denna verklighet skall bli pataglig och inte bara ett
fantasifoster maste det formuleras. Att nagot formaliseras betyder att det kan, atminstone i
princip, implementeras som en fysiskt existerande maskin och saledes bokstavligen bli ett
fysiskt patagligt objekt, och som sadant extern till manniskan, och darmed ett objektivt
faktum’. Med tillkomsten av moderna elektroniska datorer blev sddana implementeringar
vardagsmat och kan goras pa imponerande satt; dock, som beskrevs i inledningen, sadana
fysiska implementeringar ar inte nédvandiga, i sjdlva verket oftast irrelevanta och inte sallan
monstrudst irrelevanta. Om ett formellt (axiomatiskt) system kan man stalla nagra mycket
harda fragor, som huruvida systemet ar konsistent, d.v.s. motsagelsefritt. Detta ar inte en
frivol fraga som kan l6sas via konventioner, det ar i sjdlva verket en meta-fraga, inte om
axiomens sanningshalt eller vad de betyder, utan hur de interagerar (i det langa loppet)®.

* Vilken &r ett direkt korrollarium av Cantors bevis for att potensmangdens kardinalitet ar strikt stérre an

mangden sjalv. Om det ar uppenbart att de har samma kardinalitet erhaller vi en paradox

* eller mera exakt, naturens? Men den traditionella innebdrden av vetenskap var naturstudiet (naturfilosofin).
De samhilleliga vetenskaperna ar ett senare pafund

*En uppfinning ar extern till dess uppfinnare som darefter blir obehdvlig, men man kan diskutera huruvida en
uppfinning inte kan utnyttjas om den separeras fran ett kulturellt ssmmanhang som manskligheten utgor. Mer
specifikt, en forfattares verk overlever denne, men vad hiander om det sprak med vilket det skrivits dor ut? Den
antika kulturen dog ut, eller snarare gick i ide under tusentalet ar, dess sprak forsvann sasom talsprak men inte
som skriftsprak.

® Man kan jamfora med kemin, dar de kemiska sammansattningarna inte har ndgon inneboende mening utéver
hur de interagerar med varandra. | sjdlva verket bestams deras kemiska egenskaper, i motsats till deras fysiska
som vikt etc., av hur de interagerar med andra kemiska sammansattningar.



Moderna logiker drar sig inte for att lagga till det sjalv-refererande metafaktumet om
konsistens till axiomen, vilket kan jamfoéras med att lagga till regeln att reglerna skall foljas till
reglerna for ett spel. Om man inte kan bevisa inkonsistens, kommer det utvidgade systemet
fortfarande vara konsistent, men givetvis har tillagget av axiomet ingen inverkan pa
konsistensen, speciellt kan den inte patvinga konsistens. Och att lagga till regeln att regler
skall foljas har ytterst marginell inverkan pa att det skall bli fallet.

Om vi har en valdefinierad maskin kan vi understalla den en matematisk analys, och detta ar
vad den framstdende matematikern David Hilbert 6nskade gora. Hans hopp krossades dock
av Kurt Godel som gav ett bevis for att detta inte kunde goras. Mera specifikt att i ett tillrdckligt
kraftfullt axiomsystem (d.v.s. ett som kodifierar de naturliga talen) kommer det alltid att
finnas sanna satser som inte kan bevisas. Den metafysiska delen av beviset bestar i att vii den
manskliga fantasin kan forestalla oss ett oandligt antal fall uppradade ett efter ett. Detta ar
vasentligt ty han implementerar inte axiomsystemet i ett objekt i det fysiska rummet utan
forlagger det bland heltalen, darav forbehallet att det maste kodifiera de naturliga talen. Den
tekniska delen av beviset bestar i att sudda ut den avgorande distinktionen mellan ett system
och att tala om systemet, den senare aktiviteten brukar refereras till som meta-matematik.
Saledes stravar han efter att badda in den meta-matematiska delen i systemet, sa att tala om
hur systemet agerar, blir bara ett av de manga enskilda ageranden. Mera specifikt alla
pastaenden kan kodifieras som aritmetiska pastaenden. Detta kan inte goras fullstandigt men
tillrackligt for att den eftersokta slutsatsen skall kunna dras, vilken bygger pa sjalv-referensens
paradoxer som gar tillbaka till antiken och som utnyttjades av Cantor i sin ovan néamnde studie
av potensmangders kardinalitet (det berémda diagonal-tricket) men som Godel skruvade at
an hardare. Mycket nonsens har sagts om dennes sats, men faktum ar att det i sjalva verket
har haft mycket litet praktiskt inflytande pa matematiken, bortsett fran jakten efter olosbara
problem, ndgot som egentligen har mer med matematisk logik att skaffa an med matematiken
sjalv. Om matematiken kunde reduceras till logiken, skulle detta faktum ocksa reduceras till
logiken, och vi skulle ha en form av sjalvmotsagelse.

Innan vi stanger dorren till axiomatiseringen bor man notera dess viktigaste konsekvens,
namligen dess roll i felsékning. Vad som ansags den storsta defekten i Euklides framstallning
var det 6kanda femte postulatet som besitter ett antal ekvivalenta formuleringar, varav den
mest citerade gar tillbaka till Playfair’, namligen att genom en punkt utanfor en given linje kan
man dra en och endast en linje parallell till den givna. Detta ar ett postulat som fastan intuitivt
ar inte lika enkelt och sjalvklart som de andra, och fastan inga tycks ha betvivlat det ansags
det vara i behov av ett seridst bevis i sedvanlig euklidisk anda. Det sags som en skonhetsflack
i Euklides presentation och under ett par tusen ar gjordes forsok att avlagsna denna. Genom
att inkludera postulatet istéllet for att 'morka’ visade Euklides pa foredomlig intellektuell
arlighet. Senare negerades det, och resten ar historia.

Forsoken att bevisa det far anses ha gjorts mycket sporadiskt under denna langa tid och det
var forst pa 1700-talet som systematiska férsok gjordes som alla byggde pa principen av det
indirekta beviset; man antar att nagot ar sant, harleder konsekvenserna och stéter man pa en
motsagelse, sluter man att det som antagits inte kan stimma, och darmed antager motsatsen
(det uteslutna tredje). Vad man gor ar att skapa en inte sallan rik imaginar varld vars enda

7 John Playfair (1748-1819) en skotsk prast och vetenskapsman, mest kiand for sin presentation av den skotske
geologen John Huttons uniformatismteori som bannlyste katastrofer som forklaringsmodeller for den geologiska
historien och som kom att dominera den moderna geologin under nastan tvahundra ar.



syfte ar att forintas och ur askan vaska fram det atravarda sanna pastdendet. Detta ar vad
1700-tals matematiker som Sacchieri gjorde, men den véarld de skapade ma ha varit absurd
men detta ar inte samma sak som logiskt omdjlig, det ankom pa trion Gauss, Bolyai och
Lobachevsky att inse den logiskt konsistenta mdjligheten av en icke- euklidisk geometri.
Principen att om P ar falskt sa ar ickeP sant kallas det uteslutna tredje. Detta ar en meta-princip
med vilken man kan bevisa den principiella existensen av nagonting utan pa nagot satt ha en
aning om hur denna kan aterfinnas eller konstrueras fram. Eftersom Sveriges befolkning vida
Overstiger antalet harstran som en person kan ha finns det faktiskt miljoner svenskar som har
lika manga harstran som nagon annan svensk, men det ar ett helt annat problem att finna
explicita exempel pa tva sadana (ingen ar helt flintskallig). Av detta skal bannlystes indirekta
bevis av vissa logiker, sa kallade intuitionister?, i bérjan av férra seklet. Aven om Intuitionismen
ar av stort filosofiskt intresse har det haft ringa inflytande pa den moderna matematiken.

Lat oss bara papeka att femte postulatet spelar en vasentlig roll i den klassiska euklidiska
geometrin. Samtliga intressanta geometriska fakta, som existensen av likformiga men icke
kongruenta trianglar, vinkelsummans konstans och Pythagoras teorem féljer av det. Innan vi
gar vidare tillater vi oss en liten utvidgning.

Geometri och Verkligheten

Den mest omedelbara geometrin, namligen den som ar direktast kopplad till vara
sinnesintryck, ar den sfariska geometrin. Vart (potentiella °) synfalt ar en sfar i vilket ogat
befinner sig i centrum. Detta ger anledning till en mycket annorlunda syn pa sfaren an den vi
vanligen har néar vi externt betraktar en sfar som en boll utanfor oss (t.ex. jordklotet). Dess
universella manifestering ar himmelssfaren vilken ar i princip den samma for oss alla®®.
Linjerna motsvaras av storcirklar, som ar ‘béjda’ ndar man ser dem utifran men helt raka sett
fran sfarens centrum, ty storcirklar ar givna av snittet med plan genom sfarens centrum. Som
ovan antytts kan vi inte samtidigt bli medvetna om hela vart synfalt, eftersom vi saknar 6gon
i nacken (och i sjdlva verket kan vi inte ens forestalla oss hur det vore om vi hade dem). Vi har
ocksa svarigheter med att uppfatta stora trianglar, eftersom vi av fysiologiska skal (6gats
konstruktion) endast kan fokusera pa en férhallandevis liten del av vart synfalt, som da up-
plevs som ganska platt. Vart synfdlt ar 2-dimensionellt och vi kan vandra runt det genom att
vrida pa nacken. Den 3-dimensionella (euklidiska) geometrin har en betydligt indirektare
relation till vara sinnesintryck, den maste i an hogre grad mentalt konstrueras. Nar vi ror oss
runt i rummet, andras de visuella intrycken, vdsentligen via perspektivlagarna. For att erhalla
en kdnsla av rummet behover vi integrera alla dessa sinnesintryck till en konsistent helhet, en
process som inte bara innefattar synen utan dven muskulaturen nar vi forflyttar oss. Pa det
satt detta gors, inte bara av manniskor, ar mycket sofistikerat om dn omedvetet, vilket bland
annat visar sig i att de flesta barn inte ritar i perspektiv, och att perspektivet forst dok upp i

® Intuitionismens upphovsman ar den holldndske matematikern L.E.J. Brouwer (1881-1966), for 6vrigt kand for
sin fixpunktsats (indirekt bevisad!). Intuitionismen har fatt férnyad aktualitet inom datalogin.

% Vi har inte begavats med 6gon i nacken

Y omvi ignorerar de dagliga och arstidliga forandringarna beroende pa jordens dagliga rotation kring sin egen
axel och det arliga omloppet runt solen. Frestande som det vore att géra en astronomisk utvidgning kan vi inte
unna oss detta, men det racker att papeka att synfaltet ar detsamma men jorden skymmer olika delar av den
beroende pa tiden och fotternas position pa jordytan.



konsthistorien med renéssansen'. Jag kan nu inte forsaka tillfallet att forklara en undran som
Gombrich berér i sin Art and Illusion.

Matematiken bakom perspektivet forklaras till fullo genom bilden nedan

0]

//

—

Givet en punkt i rummet, dra en linje genom det till konstnarens 6ga och bestam vid vilken
punkt den skar duken. Detta ar for ovrigt den vasentliga idén med den projektiva geometrin,
vilket inte ar en alternativ geometri, men en systematisk metod att undersoka vissa aspekter
av geometrin, framfor allt att ignorera vinklar och langder. Genom att utnyttja kartesiska
koordinater (som kommer att tas upp senare) kan man skriva ner enkla formler som relaterar
positionerna for punkter pa duken till 6gats och de punkter som skall avbildas'®. Gombrich
staller fragan att ndr man framstaller en husfasad (en rektangel) vars centrum du vander ditt
ansikte emot, sa kommer de fasadens vertikala kanter att vara langre ifran dig dn vad som ar
framfor nasan pa dig, sa den 6vre och undre kanten pa fasaden borde vara bdjda, men vi
upplever dem inte som sadana. Gombrich tillhandahaller en undermalig forklaring, huruvida
av inkompetens eller av bristande tillit till Iasarnas férmaga att forsta en fullédig, kan jag inte
uttala mig om®, men detta &r irrelevant eftersom jag inte kan motsta frestelsen att ge en
korrekt forklaring. Ja rektangelns projektion pa duken kommer fortfarande att vara en
rektangel och dven om rektangelns vertikala kanter kommer att framstallas lika hoga som den
centrala hojden, dess utstrackning i betraktarens 6gon vill ddaremot bli kortare dn en central
vertikal**. Om vi istéllet projicerar rektangeln pa synfaltets sfar, kommer kanterna att troget
aterbildas med sin ratta utstrackningar i synfaltet, och kanterna kommer att bli bojda, men
bara om de inte betraktas fran synfiltets centrum, som i fallet nedan.

" Man skall vara forsiktig med att forklara avsaknaden av perspektiv med okunnighet. Den geometriska
principen bakom det dr mycket enkla och uppenbarligen kdnda av de gamla grekerna. Av vad jag vet aterfinns
inga perspektivframstallningar pa vaser, och inga platta bilder har éverlevt (givetvis mosaiker, men mosaiker
tilldter ingen precision, pixlarna ar stora). Men framfor allt ar konventioner mycket viktiga i visuella
representationer. Konsthistorikern E.H. Gombrich &r en god kalla for sadana diskussioner.

2 sjalva verket ar det sa som jag har programmerat bilden ovan som utnytt-jar ett metaperspektiv fér att
satta det hela i perspektiv och ddrmed pa en platt yta.

“ Hade jag uppmaérksammat detta nar jag forst laste boken pa tidigt 80-tal kunde jag ha skrivit och fragat
forfattaren, men detta var inte en mojlighet trettio-fem ar senare

" Det m4 vara forvrangningar men rata linjer forblir rata linjer, endast deras langder ma andras. Om du dnskar
att en bild skall troget aterger vad den forestéller ar det viktigt att betraktarens 6ga befinner sig i konstnarens
eller kamerans 6ga, d.v.s. projektionscentrum. Ett foto taget med ett teleobjektiv skall betraktas pa
armlangsavstand, medan ett taget med ett vidvinkelobjektiv skall betraktas mer narganget dn vad som ar
bekvamt. Det ar darfor vidvinkelfoton visar sadana dramatiska férvrangningar



Det intressanta med denna forklaring ar att det liknar mera en

o forklaring av ett fysikaliskt fenomen dn ett matematiskt. Euklidisk

~_ —__ geometri handlar om det fysiska rummet, eller ar atminstone
inspirerat av detta (icke-Euklidisk optik utgdr ett intressant
amne). Optiken ar en del av fysiken men dess geometriska bas
inkorporeras latt i den Euklidiska geometrin och Euklides sjalv
skrev dven ett verk om optiken.

Grekerna gjorde atskillnad mellan varlden under manen och den

SN | celesta. Studiet av den celesta, d.v.s. en studie av positionerna av
objekt pa den celesta sfaren, involverade sfarisk geometri, i sjdlva verket dven sfarisk
trigonometri, som historiskt satt kan ha foregatt den plana. Dock kdnde de inget behov av att
tdnka pa det som en alternativ geometri eftersom sfaren uppenbarligen var en del av den
ordindra 3-dimensionella euklidiska geometrin, och storcirklarna, fastan de sag raka ut pa
himmelssfaren bande sig tillbaka till sig sjalva och var inga 'riktiga’ linjer. Den sfariska
geometrin som uppstar i och med en av negationerna till parallellpostulatet kan inte reduceras
till det 3-dimensionella rummet (men till det 4-dimensionella).

Grekerna och deras efterféljare gjorde ingen radikal atskillnad mellan det lokala euklidiska
rummet i vilket de vistades och den celesta sfaren, som de kunde ha gjort genom att forlagga
denna oéandligt Iangt bort. | sjdlva verket forsokte de bestamma avstanden till Solen och
Manen (till den senare faktiskt ganska exakt) saledes betraktande de dessa som objekt som i
princip var berdringsbara. Manen helt enkelt varandes en stor sten inte bara pa utan dven i
himlen. Fixstjarnorna sags som fastade pa en ofantligt stor himmelssfar men dndock med
andlig radie, vilket naturligt ledde till fragan vad som |ag bakom den, Om den daremot ses som
av oandlig radie har denna fraga féga mening. Det dréjde dnda fram till 1837 innan den forsta
distansen till en stjarna uppmattes, men langt innan dess var man Overtygad om att
stjarnornas avstand var andliga. | sjalva verket utgjorde detta ett argument mot den
heliocentriska teorin eftersom stjarnorna inte uppvisade nagon parallax vilket man skulle ha
forvantat sig fran jordens rorelse kring solen (till vilket Kopernikus replikerade att de var alltfor
langt borta™). Men man kan forestalla sig att detta inte vore fallet.

Om jorden hade roterat kring en sol isolerad i den intergalaktiska rymden, de galaxer vi skulle
ha sett pa himlen skulle ha varit bortom det matbara, eftersom de 'stegar’ vi har anvant skulle
ha haft sina nedersta steg borttagna. Da skulle det ha varit logiskt att anta att de i sjdlva verket
befann sig oandligt 1ang borta, ty ingen motsagelse skulle ha uppvisats.

Vi skulle da ha delat upp verkligheten i tva delar, i en fysisk del i vilken vi kan forflytta oss och
berora objekt dari befunna, och en rent celest del endast visuellt tillganglig.

| sjdlva verket ar ljusets hastighet ouppnaelig for objekt med massa, men detta géller inte for
fotoner. Man kan ge en elegant formulering av detta genom att begagna sig av Minkowskis
valkdanda formulering av rumstiden och konen av varldslinjer som kan ges en hyperbolisk
struktur, d.v.s. det hyperboliska rummets geometri, for vilka fotonernas varldslinje utgor
oandligheten, bokstavligen oandligt langt borta. Detaljerna ar lite val intrikata for en

" Den tyske matematikern och astronomen Bessel lyckades uppvisa en parallax (som rorde sig om en brakdel
av en bagsekund) men da hade man for lange sedan uppgivet tanken pa att stjdrnor var ekvidistanta till jorden.
Bessel hade valt en stjarna (61 Cygnus) med markant egenrorelse eftersom detta borde vara ett tecken pa att
den var relativt narliggande.



sidoanmarkning forstaelig for en lekman. En referens skulle kunna vara The Road to Reality av
Roger Penrose.

Om detta hade varit fallet hade astronomin upptaget en position mellan matematiken och de
fysikaliska vetenskaperna.

Det femte postulatet ar saledes mycket kraftfullt, genom detta kan lokal information skalas
upp obegransat via likformighet, speciellt tillata oss att uppskatta astronomiska avstand,
speciellt att kunna uppmata avstand till objekt till vilka det ar omdjligt att fara med ett
mattband i sldp. Detta visar inte bara matematikens triumf men ocksa vetenskapens, och
ocksa hur matematiken pa ett fundamentalt satt ar kopplad till verkligheten, vilket betyder
att matematiken har innehall och ar inte bara ett formellt spel.

Matematiken i praktiken

Fragan vad matematiken egentligen ar kan antingen bli stalld metafysiskt (och det tanker vi
gora) eller i praktiken, saledes genom att beskriva vad matematiker gor. Att en matematiker
bevisar teorem ar det enradiga standardsvaret, men vad betyder detta egentligen? Manga
skolelever blir frustrerade nar det kommer till bevis. 'Hur gér man bevis’ fragar de fortvivlat.
For manga studenter forefaller matematiken nagot som uppfanns av sadistiska larare for att
kunna satta krokben. Efter att dntligen ha bemastrat den ena obegripliga uppgiften efter den
andra begars det plotsligt av en att ‘gora bevis’ (inte att ‘bevisa’ nagonting utan for att 'gora
bevis’ som vore detta en marklig ritual). Denna gang tycks de inte ha ndgon aning om vad det
ror sig om, men de med en viss benagenhet for matematik fattar genast galoppen som om det
vore nagonting som de alltid velat gora i livet, men forst nu upptackt det. Att ‘géra bevis’ ar
ingenting man kan lara sig genom att ldra sig regler, men detta skulle knappast vara en kalla
till trost for de forvirrade. Hur bevisar man saker, som vasentligen ar samma sak som att [6sa
problem (men detta ma inte vara uppenbart for dem som endast ser aktiviteten som sadan
inte skalet till det). Polya skrev en bok om detta. En underhdllande for att inte saga
charmerande bok, men jag tvivlar pa att den verkligen kan hjélpa folk att |6sa matematiska
problem fastan didaktiker tar den pa allvar (men jag misstéanker att de inte har nagot val). Ett
strikt logiskt bevis paminner om en presentation av en bild pixel per pixel. Det ar inget fel med
det senare, det har sina definitiva syften, men det har valdigt lite att géra med forstaelsen av
en bild som sadan, det utgor bara en lang racka av tal som inte tilldter nagot att 'poppa upp’ i
den manskliga fantasin. Man bevisar ingenting genom att gora en slumpvandring pa logiska
pixlar dven om en nybdrjare kan forledas tanka i sddana banor efter att ha utsatts for nagra
komplicerade bevis. Jag tankte definitivt i sddana banor nér jag forst konfronterades med mer
formellt matematiska bevis, men bilden ar inte helt fel, det ar manga aspekter av matematiken
som har just denna form, jag tanker speciellt pa algebraiska manipulationer, som utgor en
slags slumpvandrande berakning. Matematiker ma, liksom andra, lasa ett bevis steg for steg
men detta ar sallan forklarande trots att bevis skrivs informellt avsedda fér manniskor och inte
maskiner'®. Vad en matematiker ar pa utkik efter i ett bevis ar nya idéer, men idéer ar svara
att befasta och undflyr envist precisa formuleringar och ar fullt tillgangliga endast genom att
lasa mellan raderna. En matematisk presentation inkluderar ofta en mangd av detaljer for att
bli tillrackligt ’sjalv-innehallande’ ('self-contained’), vad som i andra vetenskaper ar kant som

'® Matematiska bevis tenderar att bli mer och mer komplicerade och darmed okar risken for att man 'halkar’.
Man har férsokt att mer eller mindre fullstandigt formalisera bevis for att tillata en rent mekanisk kontroll, d.v.s.
av en dator. Svarigheten ar att éversatta informella bevis till en strikt formell form, vilket maste goras for hand.



duplicerbarhet och som kan délja det som ar av verkligt intresse; men det ar dock svart att
undvika att matematikerns ambition bygger pa dennes férmaga att bidra med tillrackligt med
logiska argument for att underbygga vad som havdas. Det ar i denna mening man kan
argumentera att matematikerns 'vetenskapliga’ metod bestar i att félja en deduktiv process,
eller atminstone att presentera resultaten deduktivt, fastan detta knappast utgér nagon hjalp
att gora matematik. Man gér matematik genom att ha idéer och dessa ar inte sa latta att finna.
Man lar sig inte matematik genom att lara sig resultaten, d.v.s. lara sig teoremen fastan i
manga fall kan du tvingas att 'ta dem pa orden’, d.v.s. ta dem som ytterligare axiom (postulat)
dven om du inte nodvandigtvis forstar dem, vilket innebér att du inte forstar varfor de skall
vara sanna. Det viktiga i ett teorem &r inte dess precisa formulering (savida man inte anvander
det i en deduktivt lankad kedja) utan pa vilken idé den ar baserad; om denna ar forstadd kan
du modifiera det for dina syften and i sjalva verket endast i detta fall har du den moraliska
ratten att tillampa dem.

| syfte att forankra diskussionen i ndagot mera konkret och dven pa en niva tillganglig for
lekmannen kommer jag att berora Euklides metoder och hur dessa dndrades drastiskt med
inforandet av kartesiska koordinater (ndgot som alla lekman boér vara fortrogna med).

Euklides element serverar inte bara en lista av axiom (postulat) men genom sin presentation
daven en metod for geometriska upptacktsfarder. | tillagg till grundlaggande begrepp som
punkter, linjer och plan, introduceras aven hjalpbegrepp som trianglar och cirklar. Av
fundamental betydelse ar trianglarna till vilka man associerar langderna av deras sidor samt
vinklarna till deras horn, inalles sex kvantiteter. Det centrala resultatet utgors av kriterier for
kongruenta trianglar, namligen for trianglar med samma kvantiteter, eller mer handfast och
darmed mer upplysande, som kan laggas Over varandra och passa perfekt. Man skall notera
att det ar manga intuitiva begrepp som att flytta och rotera en triangel som aldrig formaliseras
i Euklides axiomatiska presentation dven om de ofta utfors, om an implicit, i resonemangen.
Standarden for rigordst resonerande och fullstandighet andras over tid, men det vasentliga ar
att Euklides aldrig begar ett misstag, alla hans bevisade pastdenden ar korrekta, vi ar
fortfarande 6verens med honom tvatusen ar senare. Sadana historiska omstandigheter har pa
ett avgorande satt bidragit till dvertygelsen att matematikens sanningar ar eviga (eller snarare
triviala?). For att aterga till den konkreta presentationen ar det slaende faktumet &r att om
tre av de sex kvantiteterna overensstammer, gor alla det, d.v.s. trianglarna ar kongruenta,
dock med ett viktigt undantag i den euklidiska geometrin dar som vi redan papekat, tva
trianglar ma ha samma vinklar men anda inte samma langder pa sina sidor. For de icke-
euklidiska geometrier foreligger inte detta fenomen, att kdnna tre av kvantiteterna ar
tillrackligt for att kanna alla sex. En av foljderna av detta ar att i de icke-euklidiska geome-
trierna sa har vi ett inneboende kriterium av storlek, precis som vi dven i den euklidiska
geometrin har for vinklar. Vi kan matematiskt definiera en rat vinkel, men inte en meter, ty
det senare mattet saknar geometrisk signifikans.

Givet nu trianglar och kongruensvillkoren kan vi formulera en allman strategi att bevisa teorin
inom den euklidiska geometrin. Det naturliga ar att finna trianglar i figurer och soka efter
kongruenta vilket kommer att innebdra att man kan identifiera fler sidolangder och vinklar,
vilket sin tur leder till nya kongruenta trianglar. Att bara ge axiomen ar inte tillrackligt man
behover dven en metod att kombinera dem sa att man kan navigera i det gigantiska
konfigurationsrummet av logiska kombinationer. Det ar samma sak med schack, att bara
kdnna till reglerna ar ingen garanti for att man skall kunna spela det framgangsrikt inte ens
meningsfullt. Spelet, till en stor del genom att spelas, utvecklar en sekundar samling av
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hjalpbegrepp, som inte pa nagot satt ar kodifierat i reglerna och inte ens patvingade av dessa
utan kan mycket val vara helt kulturella i meningen att andra civilisationer givet samma regler
skulle ha utvecklat helt andra strategier och begrepp att beskriva dessa. Man skulle kunna
saga att schackets regler ar givna av Gud men sattet att spela schack ar en mansklig
uppfinning. Pa ett liknande satt utgor daven den euklidiska geometrin ett spel lampligt for
skolpojkar i den man de har fattat vad det ror sig om'’. Det antas inte sillan for givet att
matematisk formaga och skicklighet i schack ar relaterade. Uppenbarligen har vi att géra med
en viss overlappning men de tva skiljer sig markant fran varandra. Schack har ingenting med
den verklighet utanfér den som definieras av dess regler, speciellt utgor inte upptackter en
viktig del av schackspelandet dven om man kan kunna identifiera sddana i den kulturella
utvecklingen av spelet. Ocksa i schack konfronteras man inte sa mycket med regler utan med
en annan mansklig opponent, vilket gor att psykologiska element trader fram och som
uppenbarligen inte foreligger i matematiken. Man kan inte forleda matematiken att bli en
tillmotesgaende.

Men vi kan hantera geometrin pa ett annat satt, namligen via koordinater. Dessa
introducerades av Descartes, lat vara pa ett ganska klumpigt satt, och samtidigt utforskades
det av den mer kapable matematikern Fermat. Koordinater som sadana var ingenting nytt, de
gamla grekerna anvande sfariska koordinater (i sjdlva verket poldara koordinater) pa
himmelssfaren for att ge stjarnors positioner; vad som var nytt var att koppla dem till
algebraiska manipulationer, bokstavligen introducera algebraisk geometri (fastan det i
skolorna bendamndes foérfarande 'analytisk geometri’, kanske pa grund av att man 'anal-
yserade' geometrin). Vi tanker oss punkterna i planet givna av par av (reella) tal® och de i
rummet av tripplar av tal. Den nya idén var att en kurva i planet gavs via ett villkor (typiskt
algebraiskt) pa de punkter som lag pa kurvan. (I gammal svensk skolterminologi talade man
om 'orten av’). Givet ett kartesiskt ratvinkligt koordinatsystem (d.v.s. med x- och y-axlarna
ortogonala) kan man representera cirkeln med centrum i origo ((0,0)) och radien R sasom
‘orten' av de punkter (;r, y) som satisfierar X+ y2 = R? vilket &r en omskrivning av Pythagoras
sats. Mer generellt, om centrumet laggs i punkten (a, b) erhaller vi istéllet (x -a)* + (y -b)* = R%.
Sa langt betyder detta inte mycket vi har bara gjort en rattfram Oversattning av Pythagoras
teorem till ett formelsprak, som ar mera kortfattat (men detta ar bara skenbart, for att forsta
vad formeln betyder maste vi 6versatta den bade till en bild och ett vardagssprak). Vitsen med
formler ar inte att de ar kortfattade, utan att de kan manipuleras, och det ar forst som de
manipuleras i samband med icke-triviala geometriska problem som det visare sin formenta
overlagsenhet. Och det visar sig att just deras manipulerbarhet far hela den kartesianska
apparaten att lyfta fran marken, och harvidlag uppvisar Descartes sin matematiska (i motsats
till hans filosofiska) virtuositet. Vid den tiden var algebran ganska underutvecklad och han var
banbrytande i att introducera nya notationer och konventioner. Detta kan mahanda tyckas
ganska banalt men de var viktiga i att underlatta manipulationer av formler vilket ar algebrans
syfte. Lat oss illustrera detta med ett enkelt problem.

Y Till 60-talet var den del av skolkursen. Darwin som inte &r kind fér att ha varit en flitig student och som
senare i livet beklagade sig 6ver sin bristfalliga matematiska kunskap, sag inte desto mindre med noje tillbaka pa
sin skoltid under vilken han kom i berdring med den euklidiska geometrins elegans.

18 Jag skriver ‘reell’ inom parentes eftersom ingen formell definition av reella tal existerade vid den tiden, men
naturligtvis hade de flesta en mycket stark intuitiv kdnsla vad de egentligen var, och den senare formella
definitionen hade som uppgift att pa ett troget satt spegla denna intuition.
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Beskriv punkterna som &r ekvidistanta till tva givna punkter. Detta ar ett typiskt matematiskt
problem, alla punkter ar inte ekvidistanta till tva givna punkter, och problemet bestar i att
Oversatta den beskrivning som kommer med sjdlva fragan. Vad for slags beskrivning
efterfragas? En sadan fraga har givetvis inte ett entydigt svar men i detta sammanhang ar det
naturligt att tolka det som en formel, speciellt en algebraisk formel, typ den vi redan gett fér
cirklar. Med det ratta temperamentet upplevs det som en spannande fraga och man lockas
att ga vidare i annat fall ignoreras den (savida inte den kommer pa en test som kommer att
avgora din framtid). Och vad ar podangen med en formel? En geometrisk tolkning, och i sa fall
i termer som man forvantar sig i den euklidiska geometrin, en linje eller en cirkel. Vi kdnner
redan till svaret, namligen mittpunktsnormalen, alla punkter pa den linjen har lika avstand till
de givna, och endast sadana punkter. Figurerna nedan bevisar det pa klassiskt euklidiskt
maner genom att utnyttja kongruenta trianglar.

P M Q P M Q p M Q

Pa vanstra sidan har vi konstruerat mittpunktsnormalen (AM) med en godtycklig punkt A pa
den. Vi drar linjerna AP, AQ och erhaller trianglarna AMP, AMQ. Uppenbarligen galler AM =
AM (gemensam sida) och PM = QM via definitionen av punkten M, och slutligen géller APMA
= AQAM ocksa genom konstruktion (AM ar en normal till PQ). Tre varandes lika medfor att
alla sex ar lika, via kongruensteoremen, speciellt galler att AP = AQ, sa att alla punkter A pa
mittpunktsnormalen har samma avstand till de tva givna punkterna.

For att bevisa att alla ekvidistanta punkter ligger pa denna linje frestas vi observera att
mittpunktsnormalen delar planet i tva distinkta halvor, en av dem innehaller P den andra Q,
och att punkterna i den senare ar narmare Q an P. Detta ma vara visuellt uppenbart, men hur
bevisar man det? Vilka ytterligare linjer skall vi rita for att visa att AP > AQ. Det &r inte helt
klart och i vilket fall som helst kommer det att bli ganska komplicerat. Kanske logiskt
oantastbart men knappast transparent.

En enklare ansats ar att dra linjen genom tva ekvidistanta punkter A, B och att visa att denna
ar i sjalva verket mittpunktsnormalen. Detta ar ganska sa rakt fram. Trianglarna ABP och ABQ
eftersom deras sidor ar av lika langd per definition av A, B. Speciellt galler AABP = AABQ, och
av samma anledning galler for komplementarvinklarna APBM = AQBM (dar M &r nu definierat
som snittet av linjen AB med PQ saledes ligger A, B, M pa en rat linje i enlighet ned figuren).
Detta medfor att trianglarna PBM och QBM ar kongruenta (eftersom BM = BM, PB = QB)
speciellt gdller PM = QM och ABMP = ABMQ och darfor nédvandigtvis rata.

Véan av ordning ma invanda att resonemanget bygger pa figurer som helt frackt antager att M
hamnar mellan P och Q. Hur kan vi bevisa detta? Detta ar en fullt legitim anmarkning som visar
sarbarheten i euklidiska resonemang, namligen att vilseledas av felaktiga figurer. Den
skeptiska lasaren inbjuds till att dra figurer dar M hamnar till vanster om P (eller hdger om Q)
eller rentav i odndligheten (d.v.s. AB ar parallell till PQ) och erhalla en motsagelse.
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Nu kan vi gora detta pa kartesiskt satt, med andra ord beskriva orten for ekvidistanta punkter
medelst en ekvation. For enkelhetens skull kan vi vdlja som punkter (0,0) och (0,1) och
betrakta villkoret x° + y = (x — 1)* + y” som latt kan férenklas till — 2x+ 1 =0 eller x = 2 som
ger ekvationen for mittpunktsnormalen, d.v.s. linjen som ar vinkelrdt mot x-axeln och gar
genom mittpunkten (/2,0). Poangen ar att det hela gérs som en enkel algebraisk manipulation
och involverar ingen visuell geometri alls och kan i princip utféras blint. Medan den forsta
metoden kraver en viss uppfinningsrikedom, krdaver den andra knappast nagon alls, givetvis
bortsett fran formagan att Oversatta ett geometriskt problem algebraiskt och Gversatta
tillbaka resultatet av manipulationerna. Denna skillnad blir an mer drastisk om vi modifierar
fragan nagot: Betrakta punkterna vars avstand till en given punkt P ar det dubbla avstandet
till en annan given punkt Q. Vilken ekvation satisfierar dessa? Om vi valjer samma punkter P,
Q som tidigare erhaller vi villkoret x* + y? = 2% ((x- 1)* +y?) som férenklas till 3 x> — 8x + 4 + 3y°
= 0 och genom kvadratkomplettering, redan kant av Babylonierna, kan vi skriva det som (x-
4/3)’ +y? = (4/3)*>~ 4/3 =4/9 = (2/3)* som vi igenkdnner som cirkeln med centrum (4/3,0) och
radie 2/3. Det skulle inte vara latt att finna denna cirkel och att bekrafta den med den klassiska
metoden med kongruenta trianglar. Vi kan ocksa valja forhallandet mellan distanserna som
vilket tal k som helst, och nar k narmar sig 1 far vi en familj av cirklar med storre och storre
radier som passerar narmare och narmare medelpunkten av P, Q som i slutet blir en cirkel
med odndlig radie och ett centrum odndligt [angt borta pa x-axeln, och som visar sig vara just
mittpunktsnormalen.

Vad Descartes var intresserad av var inte att |6sa specifika geometriska problem utan att
presentera en systematisk metod att [6sa dem, och som dessutom kunde bli utlard sa att dven
'dumbommar’ skulle kunna komma upp med resultat som skulle ha forbluffat antikens
mastare genom att reducera geometrin till mer eller mindre mekaniska algebraiska
manipulationer. Det dr knappast nagot att forundras Over att manga sag pa det hela sasom
fusk och att senare uppstod en reaktion att atervanda till den syntetiska geometrin, men en
reaktion som i drlighetens namn var marginell och inte en del av matematikens huvudfara. A
andra sidan skall man inte se den som en opposition, utan endast bevarandet av ett alternativt
synsatt som ocksa kunde vara ganska upplysande. Vidare vore det missvisande att forkasta
algebraiska manipulationer som mekaniska, utan de kan aven i sin tur ses som en kalla till
uppkomsten av den matematiska algebran. Saledes kan en kalkyl, frigjord fran sitt ursprung
utvecklas pa sitt eget inneboende satt. Detta ar ett allmant fenomen av vad som den ryske
matematikern I. Shafarevich benamnde matematikens organiska tillvaxt.

Man skall heller inte glomma att i vissa fall kan den kartesiska koordinatmetoden visa sig mera
involverad an ett underfundigt syntetiskt angrepp. For att ge lasaren en kansla for detta gor
vi en liten digression med utgangspunkt att relatera en sfarisk triangels area med summan av
dess vinklar.

En langre Exkursion

Givet en mangd X |13t oss beteckna med p(X) antalet element i X. For tva mangder A, Bkommer
vi da att fa

M(AUB) = W(A) + u(B) — H(ANB)

darfor att elementen i snittet ANB kommer att raknas tva ganger. Formeln forblir giltig for
vilket matt i som helst som ger 'storleken’ hos en mangd, forutsatt att detta matt pa storlek
ar additivt, vilket innebar att u(AUB) = H(A) + u(B) for godtyckliga disjunkta mangder A, B.
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Speciellt géller detta for areor. Notera att detta ar fran en logisk synpunkt vasentligen en
tautologi, eftersom formeln ovan ar bara en reformulering av additivet AUB =
(A\B)U(B\A)U(ANB) en union av tre disjunkta mangder. Formeln generaliseras latt till tre (eller
ett godtyckligt antal) mangder. Vi far saledes for tre mangder

u(AuBUC) = p(A) + p(B)+u(C) - (u(AnB) + u(BnC) + u(CnA)) + u(AnBnC)

Nu betraktar vi en sfar med radien 1 (i det mer generella fallet med radien R behdver vi bara
skala areor med R?) dess area ar given av 4 vilket visades redan av Arkimedes (nagot som
varje student numera boér kunna berdkna). For A, B, C valjer vi halv-sfarer, som alla
uppenbarligen har arean 2rt. Om vi snittar tva halv-sfarer far vi ett segment, begransat av tva
storcirklar (som kan ses som meridianer) och som skar varandra med en vinkel a och vars area
uppenbarligen ges av 2 a om vi mater vinkeln i radianer, det mest naturliga vinkelmattet.
Snittet av tre halvsfarer ar en sfarisk triangel T med vinklar sag a, B, y och vars union ar hela
sfaren minus den antipodala triangeln till T som ar kongruent med denna och speciellt har
samma area.

Om vi da satter in allt i ekvationen ovan erhaller vi
3 ¢ 27- 2(a+B+y) + W(T) = 4nm - w(T)
vilket forenklas till

w(T) = (o+p+y) -

Detta ar en sldende och vacker formel och ocksa ovantad. Beviset for den adr enkelt men inte
utan ett visst matt av svart magi. Men vad betyder detta? Kvantiteten (a+p+y) - m brukar kallas
vinkeloverskottet av en triangel (som kan vara negativt) och pa sfaren har varje triangel ett
strikt positivt dverskott, och ju storre triangeln &r, desto storre ar overskottet. Vi har i sjdlva
verket visat att vinkel6verskottet ar additivt, eftersom det ges av arean, men detta kan visas
direkt.

A
/

De tva dverskotten ges av a+d1 + y1-n och f+d2+y2 - var for sig. Om
vi adderar upp dem far vi

a+pf+(y1+7)+(01+02-7) -1
som forenklas genom att sdtta y = y1 + 7, och observera att o1+ d2 ==
till o + p + y -m vilket utgdr vinkeldverskottet a + f + y -m av den stora

\ triangeln.
L 1A L% Men detta avsldjar vad som verkligen sker bakom kulisserna. Areor

och vinkeloverskott av sfariska trianglar tycks fardas langs parallella spar, kanske pa samma?
Om varje sfarisk triangel kunde sénderdelas i speciella for vilka de tva matten 6verensstimmer
skulle vi vara klara. Sadana byggstenar existerar, namligen halvsfarerna (ty ta tre godtyckliga
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punkter pa den storcirkel som begransar en sadan och vi far en triangel dér alla tre sidorna
tillsammans utgor en rat linje och saledes varje vinkel ar . Vinkel6verskottet ges da av 3z-n =
2z som ocksa ar dess area). Men en triangel kan inte beskrivas som en union av halvsfarer men
a andra sidan som komplementet av en sadan, och det var precis detta vi gjorde i vart bevis.
Vad vi ursprungligen sag som svart magi visar sig efter en viss undersdkning som det mest
naturliga i varlden. Beviset i kombination med eftertanken (och i en presentation kunde vi
inlett med denna) gor mycket mera an verifierar; det far oss att forsta varfor nagot ar sant.
Utan sadana atminstone flackvisa snilleblixtar av forstdelse reduceras matematiken till ett
langtrakigt spel.

Hur skall vi tolka detta exempel? Ett naivt intryck manga far av matematiken ar att man lar sig
hur man skall l6sa problem systematiskt som i skolan. For det och det problemet gar man
tillvaga pa foljande satt etc. Nar det ror sig om att berdkna arean av nagot omrade pa sfaren,
eller mer allmant pa vilken ’kurvig’ yta som helst far studenterna lara sig att satta upp en
specifik integral, men att gora detta i praktiken ar nagonting helt annat och som alla vet som
har gjort atminstone en flyktig bekantskap med integrering erhaller man séllan ett enkelt
(enligt ndgon konvention) svar. Men specifika exempel kan emellertid |6sas med slaende
specifika metoder som exemplet med sfariska trianglar. Detta enkla exempel, som hade varit
tillgangligt for grekerna och moderna manniskor med ett modikum av matematisk bildning,
som vi presenterade ar adven slaende, kanske an mer sldende, for en professionell
matematiker som stoter pa den for forsta gangen och omedveten om att ett sadant enkelt
angreppssatt existerar. Beviset som sadant ger en forklaring varfor nagot ar sant men inte
nodvandigtvis en djupare forstaelse. Ett steg i den riktningen ges av observationen att
vinkeldverskott (eller mer allmant vinkeldiskrepans) ar additivt och som darmed knyter an till
ett fundamentalt tema inom matematiken. Humanister gor ofta en poang av att kontrastera
tekniska forklaringar, som i de naturvetenskaperna, med djupare forstaelse sdsom varande en
mer hogtstaende verksamhet for dem som engagerar sig i den manskliga anden, utan att ens
bekymra sig om att gora en klar distinktion mellan orden. Har har vi presenterat, och dessutom
inom ett enda omrade, mojliga illustration av de bagge begreppen. Av storre vikt ar att det
visar hur man genom att utga fran nagot matematiskt intressant blir man medveten om dess
vidare forgreningar och hur det kan leda till ovintade saker (vilket framgar ur en nagot
utforligare text, som tyvarr ar alltfor lang och teknisk for att inga, men den nyfikne lasaren
refereras till bibliografin nedan). Vad som slar matematikern &r hur allt inom matematiken
hanger ihop, hur skilda och till synes orelaterade omraden har Omsesidigt fruktbara
tillampningar™. De ofta citerade raderna av William Blake om att se vérlden i ett sandkorn har
sin speciella relevans till matematiken.

Ett annat exempel pa matematisk metod ar att med de ratta definitionerna kan man
trivialisera bevis, ja rentav géra dem narmast tautologiska (se [P]). Sadana eleganta steg tas
normalt forst nar ett omrade tillater ett fagelperspektiv och bidrager med ett avslut.
Emellertid ingar en hel del fusk och studenter som utfordrats huvudsakligen med sadana
naringsamnen far en skev uppfattning om amnet. Vidare ingar givetvis tekniska berakningar,
som kan ses som en vidareutveckling av Descartes metod, och som for den oinitierade ma
framsta som bade fascinerande och franstétande i sin obegriplighet. Fran en matematikers

" Detta ar inget som uppstar i studiet av schack fran en professionell spelares synpunkt. Man kan stélla fragor
om schack av en matematisk natur men de har ringa intresse for ndgon som ar angeldgen om att forbattra sin
spelférmaga.
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synpunkt ar de rutin och han ma dagligen bli kallad att utféra dem. De korresponderar till
verktyg som utgoér en del av den oundgéngliga verktygslada en matematiker behéver aga,
precis som en rormokare beror pa sin egen (for exemplifiering se [P]).

Det Matematiska Landskapet

Det stora framsteget med kartesiska koordinater var inte att det gav ett systematiskt satt all
|6sa gamla klassiska problem utan att det 6ppnade upp helt nya vistan. Och genom att sa gora
sa utrustade de matematikerna med metoder att tackla de nya problemen som uppkom. |
sjalva verket 6ppnades en stor del av matematiken upp, manga skulle vilja havda att det gallde
dess centrala delar inte bara geometrin; medan studieobjekten formligen exploderade i sin
omfattning®®, men det gjorde dven mojliga partiella differentialekvationer med sin rikedom
pa tillampningar, inte minst i fysiken (vilken vid en viss tid identifierades med studiet av
klassiska partiella differential-ekvationer) modern matematik skulle vara oigenkannbar utan
detta’. | denna essis anda kommer jag nu att fokusera pa en liten detalj.

1964, det ar jag fyllde 14, upptackte jag matematiken; fram till dess hade det bara varit ett
skolamne for vilket jag hade en fallenhet och i vilket jag kunde glansa, sa om jag inte sparka
en boll eller springa mycket fort kunde jag atminstone rakna mycket snabbt och ratt, och
returnera vad helst som kastades i min famn pa en test, oavsett hur svart. Men denna varld
introducerades jag i realskolan i klassisk deduktivt forankrad euklidisk geometri vilket var, som
noterats, en uppeggande upplevelse eftersom det visade tankens makt 6ver materien. Tidigt
denna sommar laste jag Gamows 'Ett, Tva, Tre ... odnd-ligheten’ i vilken jag for forsta gangen
kom i kontakt med den 4-dimensionella hyperkuben och det maste ha gjort ett intryck pa mig
ty jag gjorde en modell av den. Denna host traffade jag pa de platonska kropparna i en samling
av Martin Gardner’s esséer i Scientific American® och gjorde kartongmodeller av dem. Jag
dromde om att finna deras analogier i fyra dimensioner, men jag saknade uppenbarligen vad
som kravdes for detta utan reducerades till att resonera per analogi nagot som latt leder vilse
om man inte har nagot satt att testa sina spekulationer; det remarkabla var dock att jag inte
betvivlade den 4-dimensional varldens 'verklighet', dven om jag insag att den lag bortom vad
som var sensoriskt tillgangligt och som knappast skulle kunna krdva nagon fysisk narvaro i var
patagliga varld. Hur passande att mitt méte med den matematiska platonismen skulle ha
fororsakats av de platonska kropparna! Daremot med den kartesianska metoden kan man
undersdka, vad som ar fallet ndr man inte kan gora goda fysiska modeller som med vanliga
kuben och mata langder av och vinklar mellan dess langsta diagonaler. | det 4-dimensionella
hyperkubfallet far vi resonera som nedanstaende.

Satt hyperkubens horn till (1, £1. £ 1, 1) (man ser att det masta vara sexton av dem) i analogi
med det tva- och tre-dimensionella fallet. De langa diagonalerna, av vilka det finns atta, ar de
som forbinder antipodala hérn, kommer antingen att skdra varandra i en vinkel av 60° eller i
rata vinklat (90°). Om vi later en diagonal (av vilka det finns atta) spannas av (1,1,1,1) (eller

2% Man insdg snabbt att linjer var givna av linjara ekvationer och kagelsnitt av kvadratiska. Vad kunde man saga
om kurvor givna av kubiska? For att inte tala om hogre grad! Den kartesiska metoden tvingade dem pa oss.

>l Ur en logisk synpunkt vad det hela ror sig om ar en 'aritmetisering’ av geometrin vilket mojliggjorde
andamalsenliga kodifieringar, foga férvanansvart mycket anvandbara inom digitaliseringen

?2 ett nummer av vilken jag aven kom i kontakt med samtidigt. Jag imponerades av dess 'glassighet’ inte minst
hos annonserna, och gav mig en direkt forsmak av landet bortom oceanen som gick utéver vad den relativt nya
TV’'n kunde erbjuda.
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dess antipodala (—1, —1, —1,1)) intraffar det forsta fallet (av vilka det finns fyra) nar
koordinaterna skiljer sig i ett udda antal stallen, och det andra fallet (av vilka det finns tre) nar
det skiljer sig ett jamnt antal. Man kan dela upp diagonalerna i tva komplementidra mangder
av fyra, sa att diagonalerna i var och en ar ortogonala med varandra, men skar de 6vriga med
vinkeln 60°. Dessa tva mangder av fyra korresponderar till tva mangder av atta hérn, var och
en utgorandes en 4-dimensionell version av oktaedern, vilket i ndgon mening motsvaras hur
man kan splittra upp hornen i en kub i tva disjunkta mangder av fyra som utgores av hornen
till regelbundna tetraedrar.

Detta resultat vi erhaller i fyra dimensioner ar trivialt att visa, men mycket svart att forestélla
sig rumsligt med den manskliga kognitionen. Hade vi levt i en 4-dimensionell varld skulle vi
knappast ha undgatt att notera det, men kanske haft svart for att bevisa det, nu upptacker vi
det via ett bevis. Det ma finnas manga sldaende geometriska fakta i den 4-dimensionella
varlden som vi skulle se ‘poppa upp’ oombedda men vilka vi maste upptéacka (inte uppfinna)
genom undersokningar, systematiska saval som lekfulla. Dock den naiva ambitionen att
forsoka erhalla en fysiskt pataglig kdnsla for mang-dimensionell geometri ar inte bara
undflyende utan aven felplacerad, och det ar inte en matematiska ambition lika lite som
perfektionen av huvudrakning eller rumslig intuition for den delen. Nar studenter undervisas
om mang-dimensionella rum, med vilka matematiker arbetar dagligen som varandes det mest
naturliga sakerna i varlden, gors detta formellt utan nagra ansatser till multi-dimensionell
intuition. | en viss mening kan man havda att man inte riktigt forstar vad man gor. Detta ar
oundvikligt i matematiken eftersom den manskliga kognitionen dr som noterad ytterst
begrdnsad. Detta ar grunden for talesattet att mycket i matematiken ar bortom forstaelsen
och podngen ar att vanja sig vid detta. Formella tekniker leder dig mycket langre bort dn vad
du kan hoppas forsta. Detta ar saval oundvikligt som en aning ledsamt, och &r en aterspegling
av det allmanna dilemmat i en teknologiskt avancerad civilisation i vilken vi alla anvander
verktyg som vi inte har nagon djupare forstaelse av. Hur manga lasare kan i nagorlunda detalj
forklara hur en mobiltelefon fungerar? Och arligt talar hur manga bryr sig? Det foreligger en
vaxande press pa unga matematiker i knoppningsstadiet att pa relativt kort tid bemastra ett
stort antal av sofistikerade tekniker med fara att manga av dem kommer att utgbra svarta
lador. Matematisk forskning tenderar att bli modulara, d.v.s. kombinera andras resultat som
bitar i ett Meccano utan att ga till rétterna. Men detta ar inte bara fallet med matematiken
utan, befarar jag, i en dan hogre grad i andra vetenskaper. En professionell programmerare
skriver inte program ’‘from scratch’ (i motsats till vissa amatérprofessorer). Anda forblir
matematiken i en viss mening ett humanistiskt projekt, i den betydelsen att vad du uttalar dig
om har du en ganska intim bekantskap med trots allt. Matematiken ar inte 'big-science’ i vilken
forskning tenderar att utforas i stora forskningsgrupper ofta med vidlyftig apparatur. Men
vem vet det kan utvecklas at det hallet.

Sa lat mig avsluta det hela med ytterligare en matematisk utvikning. Vad hiande med
problemet, namligen klassifikationen av de platonska kropparna i hogre dimensioner, som jag
vagt forestdllde mig under mina tonar? Det lostes pa 1800-talet av den schweiziske
matematikern och gymnasieldraren Ludwig Schafli, och resultatet dar bade charmerande och
nagot anti-klimaktiskt. | 2-dimensioner har vi ett odndligt antal, varje regelbunden polygon
oavsett antal sidor, utgor ett exempel, och bara dessa. Den liksidiga triangeln och kvadraten
kan latt generaliseras till alla dimensioner. Hyperkuber kan latt beskrivas sdsom spannet av
alla hérn med koordinaterna (1, 1, ... £ 1) (i matematiken talar vi om det konvexa héljet av
dessa punkter, i detta fall alla punkter (asz,az,03, ... a,,) med |ai| < 1). Precis som en vanlig kub
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har horn, kanter och sidor, som alla ar kuber av lagre dimension, galler samma ska fér hyper-
kuber. Dess sidor ges av snitt med hyperplanen x; = 1 av vilka det finns 2n (sex i fallet med
den klassiska kuben). Mer generellt om iy, iz , i3, ... ik utgor k distinkta tal, utger de k
ekvationerna

xi1 = %1 ... xik = +1 upphov till en hyper-kub av dimension n-k och det finns uppenbarligen 2X("
k) av dessa. Vi kan kodifiera detta i utvecklingen av (1 + 2x)" = (1 + 2("1)X + 22("2)X? + ... + 2Kx")
dar koefficienten for x* ger antalet n-k dimensionella hyper-kuber. Om vi satter x = -1 i detta
uttryck erhaller vi (1 + 2 ¢ (-1))" = (-1)" som &r 1 ndr n &r jamnt och -1 annars. | det férsta fallet
ger det eulerkaraktaristiken (se [P]) och i det andra fallet dess negativa saledes ar dess
eulerkaraktaristik alltid 1 vilket vi forvantat oss hela tiden ty hyperkuben ar produkten av n
slutna enhetsintervall var och en med eulertalet ett. Hyperplanen med ekvationerna x;= +1
kodifieras med punkterna (0, ... +1...0) av vilka antalet ar 2n, de spdanner den n-dimensionella
versionen av oktaedern och ses som dualen till den n-dimensionella hyper-kuben. De k
dimensionella sidorna av den ena korresponderar till de n-k dimensionella sidorna av den
andra. Slutligen har vi den enklaste av dem alla, ndmligen generaliseringen av den liksidiga
triangeln i planet och tetrahedern i rummet spanda av de n+1 punkterna (0O, ... 1, ... 0) i det
n+1 dimensionella rummet och som ar alla ekvidistanta och befinner sig i det n—dimensionella
hyperplanet xo...+ xn = 1.

Det remarkabla ar att det finns tva platonska kroppar till i 3-dimensioner, namligen ikosaedern
och dodekaedern, duala till varandra; och tre extra i 4-dimensioner, tva duala till varandra och
en sjalvdual (som tetraedern och dess generaliseringar). Och detta ar allt. Det forsta ar
universellt kdant bland alla matematiker, och man skulle hoppas en stor del av den bildade
allménheten, det andra ar okdnt av de flesta matematiker, eller &tminstone avfardat som en
kuriositet; och fastan jag borde vara kdnslomassigt fastade vi dem har jag bara en flyktig
bekantskap med dem?. Sensmoralen &r att i matematiken har vi inte bara allménna principer
men ocksa en rikedom av specifika individuella objekt vars existens ofta synes mirakulésa och
ar av stort inneboende intresse genom att uppvisa sofistikerade och ovantade strukturer. Man
kan jamfora den med den biologiska varlden. Darwin var en méastare pa bagge aspekterna och
var den forsta egentligen som presenterade en syntes av biologin, men som dven dgnade
storre delen av sin tid till en detaljerad studie av individualiteter, som utgjorde den empiriska
basen for hans syntes. Studiet av regelbundna polytoper dr nagot av en atervandsgrand, det
intressanta studiet, till vilket det bidrog med inspiration, ar studiet av andliga grupper.
Klassificeringen av alla dndliga grupper med hanvisning till deras enkla komponenter (sa
kallade enkla grupper) var en av de bedrifter av sent 1900-tals matematik och involverade ett
i sanning kollektivt uppdrag, unikt i matematikens historia®*. Klassifikationen bestod till en del

2 Jag publicerade en gang i tiden i Normat (en populdrvetenskaplig matematisk tidskrift for vilken jag var den
ende redaktoren vid den tiden), en artikel om hyperkuben och i samband med detta rakade jag av en hdndelse
aterupptacka en sa kallade Oktaplexen eller 24-cellen, vars 24 hérn har (bland annat) den enkla presentationen
(£1, £1, +#1,%1), (¢2,0,0,0)(0, £2, 0,0)... (0,0,0, £2). Om vi normaliseras vektorerna till Iangd ett, sa rakar de utgora
en delgrupp benamnd efter matematikern Hurwitz av enhetskvaternionerna (aterigen nagot speciellt for fyra
dimensioner). Genom ldmpligt val av projektion pa ett plan far vi en vacker graf. Konstruktionen har en
motsvarighet fér den vanliga kuben genom att ersitta varje sida med en pyramid, men hur vi an dndrar pa hojden
av pyramiden kan vi inte fa en regelbunden polyeder utav det, det hdnder bara i fyra dimensioner

* Givetvis utgor all matematik ett kollektivt arbete, ma sa vara ett spontant och oplanerat sadant, fallet med
klassificeringen av dndliga grupper tog a andra sidan formen av ett férenat korstdag under matematikern Daniel
Gorenstein’s ledarskap. Denne reste land och rike runt och gav féreldsningar under sent 70-tal och begynnande
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av nagra odndliga familjer samt 26 exceptionella fall som inte passade in i nagra allmanna
monster och refererades som de sporadiska grupperna. Precis som jag som barn imponerades
av pastaendet att inte ens Gud hade varit formégen, hur gdarna han an velat, konstruera nagra
platonska kroppar forutom de fem. Ar jag frestad att hdavda att det inte kan finnas nagot
universum med att annat antal sporadiska undantag.

Efterord

En filosofisk redogorelse for matematiken som den avsldjas genom sina metoder forfaller 1att
till abstrakta verbaliseringar som ger foga faste for tanken, darfor bestamde jag mig for att ta
med nagra exempel pa verklig matematik med forhoppningen att da kunna forankra
diskussionen i en konkret verklighet. Den som forsdker popularisera matematiken bade
gynnas av bastanta fordelar framfor dennes vetenskapliga kolleger och missgynnas av valdiga
nackdelar, Nackdelarna ar uppenbara, lasare behover knappast instrueras av vad ar en galax
(och om sa kan en rad racka), eller fisk, eller vadhelst annan intressant objekt att studera och
stimulera lasarens fantasi. | matematiken ar t.o.m. de mest basala objekt okdnda och langt
ifran tillgangliga eller bendgna att intressera den oinvigde. Men a andra sidan maste ldsaren i
andra vetenskapsfalt ta allting pa orden. Forfattaren blir till en reporter och hans lasekrets har
ingen majlighet att bevista 'brottsplatsen® (det finns inget meningsfullt satt att erbjuda
'6vningar’); medan i matematiken kan i princip argumenten liggas fram fér var och en att
bedéma. Sant nog, for den mesta av matematiken kraver detta forkunskaper och i sjdlva
verket ar fa matematiker kompetenta nog att bedoma arbeten i matematiska omraden de
inte sjalva ar fortrogna med, dock finns det en omfattande gemensam grund. Uppfattningen
att man kan lara sig matematik upp till ett visst stadium och sedan vara utrustad att hantera
allt som dyker upp, precis som fortrogenheten med de fyra raknesatten gor dig kompetent att
utféra vilken utrakning som helst som ar baserad pa dessa, ar uppenbarligen naiv. Pa en
elementar niva kan man fraga huruvida nagon har problem med matematiken eller inte, men
detta blir meningslost langre fram. En matematiker som inte kdmpar med matematiken ar
ingen matematiker utan endast nagon som producerar rutinarbeten, ma de vara sa
kompetenta som helst.?

Den brittiske matematikern G. H. Hardy erbjuder i sin klassiska bok A mathematician’s Apology
nagra godbitar av matematiskt resonerande, inklusive Euklides bevis for existensen av
oandligt manga primtal, med baktanken, misstanker jag, att om ldsaren inte blir upphetsad av
dessa ar denne bortom all raddning. Dessa exempel ar mer i formen av propagerande an att
ge nagon realistisk insyn i vad matematiker verkligen gor. Min forhoppning har varit att genom
att ge nagot mer involverade exempel, som ocksa pa nagot satt hanger samman, kan jag
hoppas att lyckas med att ge en mer realistisk bild utan att helt offra vare sig tillganglighet
eller trogenheten med originalet. Ingen lar lara sig nagon fysik fran populdrvetenskapliga
bocker pa grund av den upplevda nédvandigheten att 'forenkla’ (dumbing down) vilket i
slutdndan gor materialet lika ofdrstaeligt for saval lekmannen som experten. Vi vet alla att
djavulen dviljs bland detaljerna. Analogier och metaforer &ar utmarkta, ibland &ven

80-tal om framstegen, och drog sig inte for att havda att s och sa manga procent hade bevisats. Slutligen forelag
ett komplett bevis som innefattade tio-tusentals tidskriftssidor.
5 .. . . wps .. . . ° °
Man kan jamfora med vissa bastsdljande romanforfattare som med stor iver skriver en roman pa nagra
veckor. Man skall inte forringa deras skicklighet utan tvartom; men deras arbeten ar mer i formen av vad
hantverkare gor, ty enligt den brittiske filosofen R.G.Collingwood, vet dessa vad de gér fran forsta borjan.
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oundgangliga, men skall aldrig uppfattas bokstavligt eftersom de da bara blir faniga. Min
ambition har inte varit att fardigstalla en Overgripande 6versikt over matematiken, vars
variationsrikedom ar oanad for de flesta, men for att presentera material for att belysa viktiga
aspekter av matematiken, om @n pa en modest niva.
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